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ВВЕДЕНИЕ 
 

Алгебра – один из самых больших разделов математики, принадле-
жащих наряду с арифметикой и геометрией к числу старейших ветвей 
этой науки. Задачи, а также методы алгебры, отличающие её от других 
отраслей математики, создавались постепенно, начиная с древности, 
исходя из различных аспектов практической деятельности человека. 
Развитие алгебры, её методов и символики оказало существенное вли-
яние на науку, подготовив серьёзный фундамент и способствуя появле-
нию многочисленных областей математики. Наиболее важная в прило-
жениях часть алгебры – линейная алгебра. Первым по времени возник-
новения вопросом, относящимся к линейной алгебре, была теория ли-
нейных уравнений, развитие которой привело к созданию теории опре-
делителей, а затем теории матриц и связанной с ней теории векторных 
пространств и линейных преобразований в них.  

Предлагаемое учебное пособие должно оказать помощь в овладе-
нии основными понятиями, утверждениями и методами линейной ал-
гебры, а также в умении применять их при решении различных матема-
тических задач. 

Весь материал пособия разбит на разделы и подразделы, в которых 
приведены основные теоретические сведения (определения, утвержде-
ния и правила), примеры и задачи с подробными решениями, а также 
варианты для самостоятельного решения типовых задач. Такое изложе-
ние материала позволит студентам, изучающим вопросы линейной ал-
гебры, овладеть стандартными приёмами и навыками и впоследствии 
творчески применять их в решении сложных задач. 

Представленный в учебном пособии материал может быть использо-
ван преподавателями кафедры «Высшая математика» на лекционных и 
практических занятиях, консультациях и экзаменах при составлении ва-
риантов расчётно–графических заданий, контрольных работ и экзамена-
ционных билетов. 
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1. МАТРИЦЫ. ОПЕРАЦИИ С МАТРИЦАМИ 
 

Определение 1.1. Числовой матрицей  размера mn, где m – число 
строк, n – число столбцов, называется таблица чисел, расположенных в 
определённом порядке. Эти числа называются элементами матрицы. 

Место каждого элемента ija  однозначно определяется номером строки i 

и номером столбца j, на пересечении которых он находится: 

.

...

............

...

...

31

22221

11211























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A  

Иногда коротко пишут ,][ nmijaA   т. е. i  меняется от 1 до m,  j – от 1 

до n. 
Замечание. Матрица размерностью 11  состоит из одного элемента 

и равна этому элементу.  
Далее  рассмотрим специальные виды матриц. 
Определение 1.2. Матрицей-строкой (строчечной матрицей) называ-

ется матрица A  размерности n1 , состоящая из одной строки: 

 .21 naaaA   

Определение 1.3. Матрицей-столбцом (столбцевой матрицей, чис-
ловым вектором) называется матрица A  размерности 1m , состоящая 
из одного столбца: 

.
2

1
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
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
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
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

 

Определение 1.4. Квадратной матрицей порядка n  называется мат-
рица, у которой число строк и число столбцов одинаково и равно :n  

.

...

............

...

...

31

22221

11211
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
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


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
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Элементы матрицы, расположенные на главной диагонали матрицы, 

имеют одинаковые индексы строки и столбца: ....,,, 2211 nnaaa  

Определение 1.5. Единичной матрицей E  называется квадратная 
матрица, у которой все элементы главной диагонали равны  единице, а 
все остальные элементы – нулю: 
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.

1...00

............

0...10

0...01












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

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E  

Определение 1.6. Если в квадратной матрице jiij aa  , то матрица 

называется симметричной. 

Пример. 
















465

631

512

симметричная матрица. 

Определение 1.7. Квадратная матрица вида  






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
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

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nna
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0...0

0...0

22

11

 

называется диагональной матрицей. 
С матрицами можно выполнять следующие операции: сложение, 

умножение на число, умножение матриц, транспонирование. 

Определение 1.8. Суммой двух матриц ][ ijaA   и ][ ijbB   одной 

размерности называется такая третья матрица BAC   той же раз-

мерности, что и матрицы–слагаемые, каждый элемент которой ijc  пред-

ставляет собой сумму соответствующих элементов матриц A  и B :   

ijijij bac  . 

Определение 1.9. Произведением матрицы ][ ijaA   на действи-

тельное число   называется такая матрица AB   той же размерно-

сти, что и матрица ,A  каждый элемент которой ijb  представляет собой 

произведение соответствующего элемента матрицы A  на число  :  

.ijij ab   

Пример. Даны матрицы  



















323

412

321

A ; 



















421

875

431

B , 

найти матрицу .2 BA   
Пользуясь определениями 1.8 и 1.9, получим следующие матрицы: 
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,

646

824

642

322232

421222

322212

2







































A      

.

1067

1699

1073

462416

887254

463412

2







































 BA  

Определение 1.10. Произведением матрицы ][ ijaA   размерности 

km  с матрицей ][ ijbB   размерности nk   в указанном порядке назы-

вается такая третья матрица BAC   размерности ,nm  каждый эле-

мент которой ijc  представляет собой сумму произведений соответству-

ющих элементов i й строки матрицы A  и j го столбца матрицы B : 

pjip

k

p
ij bac  

1
. 

Замечание. Из определения 1.10 следует, что перемножать можно 
только те матрицы, у которых число столбцов первого множителя равно 
числу строк второго. 

Определение 1.11. Матрица 
TA  размерности mn  называется 

транспонированной по отношению к матрице A  размерности nm , ес-
ли она получена из неё заменой строк столбцами (или, что то же, 
столбцов – строками): 

.

...

....

...

...

21

22212

12111


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

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





mnnn

m

m

T

aaa
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A
 

Пример. Даны матрицы  

,

241

142

301



















A  .

2

3

1

















B  

Составить матрицу .BAT
 

Пользуясь определениями 1.10 и 1.11, получим матрицы 



















213

440

121
TA ;   
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.

10

4

9

223113

243410

213211

2

3

1

213

440

121










































































BAT
 

Пример. Найти произведение матриц  



















3

4

1

A  и  142B . 

По определению 1.10, результатом перемножения матриц A  и B  бу-
дет матрица размерности ,33  а при перемножении матриц B  и A  по-

лучится матрица размерности :11  

  .

3126

4168

142

134323

144424

114121

142

3

4

1

























































AB  

  .21314412

3

4

1

142 
















BA   

Пример. Найти произведение матриц  

)21(A  и .
65

43








B  

По определению 1.10, результатом перемножения матриц A  и B  бу-
дет матрица размерности :21   

).1613()62415231(
65

43
)21( 








  

Пример.  Дана матрица  

.
41

23








A  

Записать матрицу .3A  
Воспользуемся определением 1.10 и запишем: 

;
187

1411

41

23

41

232

























 AAA  

.
8639

7847

187

1411

41

2323

























 AAA  

Теорема 1.1. Операции с матрицами обладают следующими основ-
ными свойствами: 
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1. ABBA   – коммутативность сложения матриц. 

2. CBACBA  )()(  – ассоциативность сложения матриц. 

3. ABBA   – произведение матриц в общем случае некоммута-
тивно. 

4. CABBCA )()(   – ассоциативность произведения матриц. 

5. AAA  )(  – дистрибутивность умножения матрицы на 

число относительно сложения действительных чисел .,   

6. BABA  )(  – дистрибутивность умножения матрицы на 

действительное число   относительно сложения матриц. 

7.   AA
TT   – двойное транспонирование матрицы имеет своим ре-

зультатом исходную матрицу. 

8. ,, AAЕAEA   если эти произведения имеют смысл. 

 
Задания для самостоятельной работы по теме 

«Матрицы. Операции с матрицами» 
 

Вариант 1 
1. Даны матрицы  

,

721312

90107

87312

3501





























A  .

1210

1112517

231750

21132



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  

4) ;TA  

5) .2 TBE   
 
2. Даны матрицы  

.
121

70
,

7

8

9

2

0

11

,
8112

1705
,

813

912















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   
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3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 2 
1. Даны матрицы  

,

12214

23175

06110

1402





























A  .

5212

1010214

351232

71581



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;24 BA  

4) ;TA  

5) .23 TBE   
2. Даны матрицы  

.
103

52
,

6

9

8

1

3

15

,
3011

1027
,

502

783















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 3 
1. Даны матрицы  

,

10552

54101

83511

2178





























A .

5733

1116513

181141

31057



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  
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2) ;BA  

3) ;5 BA  

4) ;TA  

5) .TBE   
2. Даны матрицы  

.
103

52
,

6

9

8

1

3

15

,
3011

1027
,

502

783















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 4 
1. Даны матрицы  

,

12461

67135

92713

1835





























A .

4922

1017614

191250

91639



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;2BA  

4) ;TA  

5) .512 TBE   
2. Даны матрицы  

.
115

49
,

3

4

7

2

6

10

,
7315

1481
,

074

985















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   
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5) .3D  
Вариант 5 

1. Даны матрицы  

,

10257

09161

76110

0527





























A .

5010

1113215

181037

81125



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;22 BA  

4) ;TA  

5) .6 TBE   
2. Даны матрицы  

.
251

68
,

1

3

9

5

7

11

,
9710

1222
,

136

570















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 6 
1. Даны матрицы  

,

32195

58305

67723

7431





























A  .

9011

1015119

431915

72014



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  

4) ;TA  
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5) .12 TBE   
2. Даны матрицы  

.
176

32
,

0

7

0

3

6

21

,
7912

1351
,

817

921















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 7 
1. Даны матрицы  

,

19781

80494

58921

6540





























A .

3750

2117510

149023

41772



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;23 BA  

4) ;TA  

5) .3 TBE   
2. Даны матрицы  

.
103

14
,

1

2

5

5

3

19

,
2810

1075
,

019

538















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
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Вариант 8 
1. Даны матрицы 

,

10183

07142

39712

3549





























A  .

1011

1920417

211814

32540



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;43 BA   

4) ;TA  

5) .8 TBE   
2. Даны матрицы  

.
305

20
,

0

4

3

5

2

10

,
5012

3601
,

721

903















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 9 
1. Даны матрицы  

,

12981

82181

14520

0127





























A .

2010

1029010

122485

91132



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;510 BA  

4) ;TA  
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5) .211 TBE   
2. Даны матрицы  

.
153

02
,

6

5

4

9

3

12

,
9421

1228
,

550

123















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 10 
1. Даны матрицы  

,

10643

75285

04212

1706





























A .

3321

1512334

101937

61010



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;3BA  

4) ;TA  

5) .219 TBE   
2. Даны матрицы  

.
91

43
,

12

2

0

1

7

5

,
11018

1435
,

108

639















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
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Вариант 11 
1. Даны матрицы  

,

71760

13851

105111

0853





























A .

8418

31002

6610

101359



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  

4) ;TA  

5) .2 TBE   
2. Даны матрицы  

.
01

512
,

14

3

9

0

3

10

,
1781

1121
,

835

0912













































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 12 
1. Даны матрицы  

,

01011

5906

130620

7508





























A .

1029

61543

0053

211137



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;23 BA  

4) ;TA  
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5) .105 TBE   
2. Даны матрицы  

.
43

020
,

17

6

4

3

0

18

,
1965

0107
,

794

5013













































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 13 
1. Даны матрицы 

,

11907

4315

181310

1419



























A .

9710

51432

3010

252013



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  

4) ;TA  

5) .5 TBE   
2. Даны матрицы  

.
58

35
,

10

7

5

2

0

1

,
1111

9203
,

270

0123













































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
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Вариант 14 
1. Даны матрицы 

,

91146

0222

370512

0202



























A .

31249

79050

141232

5150



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;35 BA  

4) ;TA  

5) .2 TBE   

2. Даны матрицы  

.
310

20
,

17

6

5

4

3

2

,
630

1272
,

512

3015















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 15 
1. Даны матрицы  

,

71235

4301

122110

9138



























A .

40311

03261

151220

8412

























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;3BA  
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4) ;TA  

5) .55 TBE   
2. Даны матрицы  

.
01

175
,

1

12

2

7

5

4

,
021

301
,

1050

01210













































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 16 
1. Даны матрицы  

,

81211

3205

100221

0395



























A .

06132

11830

121052

9231

























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  

4) ;TA  

5) .217 TBE   
2. Даны матрицы  

.
76

154
,

0

11

2

3

4

5

,
620

015
,

1241

31017













































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) ).( BAC   

5) .3D  
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Вариант 17 
1. Даны матрицы 

,

17102

4351

02510

1271



























A .

00104

51041

132020

4073

























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  

4) ;TA  

5) .2 TBE   
2. Даны матрицы  

.
80

123
,

7

5

2

0

6

4

,
302

111
,

115

0124













































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) ).( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 18 
1. Даны матрицы 

,

10110

21553

60214

0135



























A .

50146

0230

102987

2350





























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  
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4) ;TA  

5) .510 TBE   
2. Даны матрицы  

.
87

165
,

4

3

2

1

0

9

,
613

458
,

503

1170

















































 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 19 
1. Даны матрицы 

,

5432

11240

03721

4301



























A .

73100

12145

10098

11231





























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;37 BA  

4) ;TA  

5) .TBE   
2. Даны матрицы  

.
43

121
,

0

9

9

7

6

5

,
432

119
,

806

5143



































 











 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
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Вариант 20 
1. Даны матрицы  

,

50013

71531

60119

0357

























A .

40112

11170

31009

18152



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  

4) ;TA  

5) .10 TBE   
2. Даны матрицы  

.
70

130
,

4

5

3

12

1

0

,
123

570
,

454

3121



































 








 
 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) ).( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 21 
1. Даны матрицы  

,

31012

02130

84510

7123

























A .

93121

11980

7054

13210



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  
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4) ;TA  

5) .27 TBE   
2. Даны матрицы  

.
71

111
,

1

7

5

13

2

1

,
020

731
,

870

2311





































 








 
 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 22 
1. Даны матрицы  

,

60225

54120

0111

12410



























A .

39170

4321

0123

14210



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;5BA  

4) ;TA  

5) .2 TBE   
2. Даны матрицы  

.
11

121
,

1

3

5

14

9

7

,
312

361
,

070

5132



































 








 
 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
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Вариант 23 
1. Даны матрицы  

,

09817

65143

1065

75315



























A .

12101

5030

21974

13021



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  

4) ;TA  

5) .4 TBE   
2. Даны матрицы  

.
10

213
,

1

0

1

1

0

0

,
2127

054
,

1281

6140



































 








 
 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 24 
1. Даны матрицы 

,

90735

10140

2187

13010





























A .

07150

61247

25320

17412

























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;3 BA  
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4) ;TA  

5) .100 TBE   
2. Даны матрицы  

.
12

43
,

12

0

1

1

5

2

,
1109

130
,

1070

1135


























 








 








 
 DCBA  

    Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 25 
1. Даны матрицы 

,

010120

47153

1361

04940





























A .

28211

51020

19861

16640

























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  

4) ;TA  

5) .217 TBE   
2. Даны матрицы  

.
67

09
,

5

12

6

7

9

0

,
2340

612
,

1607

7140


























 








 








 
 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  



 25 

 
 
 

Вариант 26 
1. Даны матрицы  

,

11721

121100

4321

11430



























A .

123141

51160

3001

20527



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;5BA  

4) ;TA  

5) .4 TBE   
2. Даны матрицы  

.
20

18
,

3

10

1

5

0

1

,
5171

240
,

1471

3102


























 








 








 
 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 27 
1. Даны матрицы 

,

52150

104132

2087

31721



























A .

85170

31251

1789

10098



























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;32 BA  
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4) ;TA  

5) .2 TBE   
2. Даны матрицы  

.
15

20
,

9

7

5

5

0

0

,
3200

047
,

2530

2141


























 








 








 
 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 28 
1. Даны матрицы 

,

5732

0140

21156

19503





























A .

95172

01843

1570

0419

























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;5BA  

4) ;TA  

5) .13 TBE   
2. Даны матрицы  

.
70

31
,

4

5

6

9

6

3

,
0272

159
,

371

1260


























 








 









 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
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Вариант 29 
1. Даны матрицы 

,

94312

01853

1081

13455



























A .

00106

11392

5808

0540

























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;34 BA  

4) ;TA  

5) .32 TBE   
2. Даны матрицы  

.
54

10
,

1

4

5

9

7

0

,
1140

023
,

1261

1009


























 








 











 DCBA  

Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) ).( BAC   

5) .3D  
 

Вариант 30 
1. Даны матрицы  

,

73015

01027

21765

19203



























A .

117152

121533

7600

1237

























B  

Записать матрицы 
1) ;BA  

2) ;BA  

3) ;3BA  
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4) ;TA  

5) .220 TBE   
2. Даны матрицы  

.
12

70
,

0

7

5

1

4

5

,
0120

712
,

1005

1334


























 








 











 DCBA  

    Записать матрицы 
1) ;CA   

2) ;BD   

3) ;TBA   

4) );( BAC   

5) .3D  
 
 
2. ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ КВАДРАТНОЙ МАТРИЦЫ 
 
Определение 2.1. Подстановкой (перестановкой) множества 

 ,...,,2,1 nM   состоящего из n  первых натуральных чисел, называется 

взаимно–однозначное  отображение множества M  на себя. Число n  в 
этом случае называется порядком подстановки. 

Подстановки будем записывать в виде таблицы, состоящей из двух 
строк и n  столбцов следующим образом: 

.
)(...

...

)2()1(

21












n

n
 

Пример. Примерами подстановок 5 го порядка будут подстановки: 

.
4

5

2

4

3

3

5

2

1

1
,

3

5

5

4

1

3

4

2

2

1
21 

















  

Теорема 2.1. Число подстановок порядка n  равно ....21! nn   
Пример. Подстановками третьего порядка будут следующие подста-

новки: 

,
213

321
,

123

321
,

321

321
321 


























  

.
132

321
,

231

321
,

312

321
654 


























  
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Определение 2.2. Подстановка множества  ,...,,2,1 nM   которая 

каждый элемент множества M  отображает сам в себя, называется тож-
дественной подстановкой: 

.
...

...

21

21










n

n
 

Определение 2.3. Произведением (композицией) подстановок  













)(...

...

)2()1(

21

n

n
   и   












)(...

...

)2()1(

21

n

n
 

множества  nM ...,,2,1  называется подстановка этого множества, со-

стоящая в последовательном выполнении указанных подстановок: 

.
))((...

...

))2(())1((

21












n

n
 

Пример. Найти произведения следующих подстановок третьего порядка: 

.
1

3

2

2

3

1
,

1

3

3

2

2

1
21 

















  

Воспользуемся определением 1.16 и запишем: 

;
3

3

1

2

2

1

)1(

3

)3(

2

)2(

1

))3((

3

))2((

2

))1((

1

222121212
21


































 

.
2

3

3

2

1

1

)1(

3

)2(

2

)3(

1

))3((

3

))2((

2

))1((

1

111212121
12


































 

Замечание. Как следует из приведённого примера, произведение 
подстановок некоммутативно. 

Определение 2.4. Пусть  подстановка множества  ,...,,2,1 nM   

числа ji,  являются элементами множества .M  Пара чисел )(),( ji   

называется инверсией, если ,ji   но при этом ).()( ji   

Пример. Вычислить количество инверсий подстановки седьмого порядка 

.
6

7

3

6

7

5

5

4

1

3

4

2

2

1








  

Для решения этой задачи воспользуемся определением 2.4 и под-
считаем количество пар )(),( ji  , для которых ,ji   а ).()( ji   
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1) ),3()1(,1)3(,2)1(,31   

2) ),3()2(,1)3(,4)2(,32   

3) ),6()2(,3)6(,4)2(,62   

4) ),6()4(,3)6(,5)4(,64   

5) ),6()5(,3)6(,7)5(,65   

6) ).7()5(,6)7(,7)5(,75   

Таким образом, данная подстановка имеет 6 инверсий. 

Определение 2.5. Определителем квадратной матрицы  
nnijaA


   

называется число, равное алгебраической сумме !n  слагаемых, каждое 

из которых есть произведение n  элементов матрицы, взятых по одному и 

только по одному из каждой строки и каждого столбца матрицы. Каждое 

произведение входит в сумму со знаком ,)1(   где   это число инвер-

сий, образованных вторыми индексами элементов произведения при 

условии, что первые индексы расположены в порядке возрастания. Обо-

значается определитель матрицы A  одним из следующих символов:  

.det,|,| AA A  

Для вычисления определителя квадратной матрицы, пользуясь опре-

делением 2.5, необходимо: 

1) составить всевозможные произведения элементов матрицы, при этом 

взять только по одному элементу из каждой строки и каждого столбца; 

2) определить знак каждого произведения, подсчитав число инвер-

сий, образованных вторыми индексами элементов произведения при 

условии, что первые индексы расположены в порядке возрастания. 

3) вычислить сумму всех найденных произведений. 

Для квадратных матриц второго и третьего порядков существуют не-

сложные правила вычисления их определителей. 

Определитель квадратной матрицы A  второго порядка вычисляется 

по формуле: 

21122211
2221

1211
det aaaa

aa

aa
AA  . 

Определитель квадратной матрицы A  третьего порядка вычисляется 

по формуле: 
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).( 332112322311312213

322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa






















 

Формулу вычисления определителя 
матрицы третьего порядка удобно запо-
минать с помощью следующего мнемо-
нического правила, которое схематично 
можно изобразить следующим образом 
(рис. 1). 

В соответствии с приведённой схемой, которая называется правилом 
треугольников, для вычисления определителя три произведения эле-
ментов матрицы следует взять со знаком «+» и три произведения – со 
заком «–». 

Пример. Вычислить определитель матрицы .
27

31








A  

По формуле вычисления определителя квадратной матрицы второго 
порядка запишем: 

.23732)1(
27

31
|| 


A  

Пример. Вычислить определитель матрицы .

113

320

121

















A  

Воспользуемся указанной формулой: 
 

.19)1021313)2(1(1013321)2(1

113

320

121

|| A  

Теорема 2.2. Определитель квадратной матрицы обладает следую-
щими основными свойствами: 

1. При транспонировании матрицы её определитель не изменяется. 
2. При сложении какой-либо строки (какого-либо столбца) матрицы, 

умноженной на любое действительное число, с другой строкой (с другим 
столбцом) матрицы определитель матрицы не изменяется. 

Рис. 1 

= 
__ 
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3. Определитель матрицы, все элементы какой-либо строки (какого-
либо столбца) которой равны нулю, равен нулю. 

4. Определитель матрицы, имеющей две одинаковые строки (два 
одинаковых столбца), равен нулю. 

5. Определитель матрицы, имеющей строки (столбцы), соответству-
ющие элементы которых пропорциональны, равен нулю. 

6. При замене местами двух строк (столбцов) матрицы определитель 
изменяет знак на противоположный. 

7. При сложении одной строки (столбца) матрицы с другой строкой 
(столбцом), умноженной на действительное число k, отличное от нуля, 
величина её определителя изменится в k раз. 

Замечание. Как следует из теоремы 2.2, некоторые элементарные 
преобразования матрицы изменяют величину её определителя. 

Определение 2.6. Определитель матрицы, полученной из матрицы
 

nnijaA


  вычёркиванием i й строки и j го столбца, называется ми-

нором элемента ija  и обозначается символом .ijM  

Определение 2.7. Алгебраическим дополнением элемента ija  мат-

рицы  
nnijaA


  называется число, равное произведению минора этого 

элемента на :)1( ji  

.)1( ij
ji

ij MA  
 

В частности, алгебраическим дополнением элемента матрицы назы-
вается его минор, взятый со своим знаком, если сумма номеров столбца 
и строки, в которых находится элемент, есть число чётное, и с противо-
положным знаком, если это число нечётное. 

Пример. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элемен-
тов матрицы  

.

120

827

312























A  

Для решения задачи воспользуемся определениями 2.6 и 2.7. 

,14)1(,14
12

82
11

11
1111 




  MAM  

,7)1(,7
10

87
12

21
1212 


  MAM  

,14)1(,14
20

27
13

31
1313 


  MAM  

,5)1(,5
12

31
21

12
2121 




  MAM  
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,2)1(,2
10

32
22

22
2222 




  MAM  

,4)1(,4
20

12
23

32
2323   MAM  

,2)1(,2
82

31
31

13
3131 




  MAM  

,37)1(37
87

32
32

23
3232 


  MAM  

.11)1(,11
27

12
33

33
3333 


  MAM  

Теорема 2.3 (о разложении определителя по строке или столбцу). 
Определитель квадратной матрицы равен сумме произведений элементов 
какой-либо строки (столбца) матрицы на их алгебраические дополнения: 

.Aa...Aa...Aa

Aa...Aa...Aa

a...a...a

....................................

a...a...a

....................................

a...a...a

njnjijijjj

ininijijii

nnnjn

iniji

nj







11

11

1

1

1111

 

Пример. Вычислить определитель матрицы .

3412

1230

2112

4301

























A  

Для вычисления определителя матрицы A  воспользуемся теоремой 
2.3 и разложим определитель по элементам первой строки: 

.|| 1414131312121111 AaAaAaAaA   

Поскольку ,012 a  вычислим алгебраические дополнения .,, 141311 AAA  

,10,10

341

123

211

1111 



 AM  
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,2,2

312

130

212

1313 



 AM  

,10,10

412

230

112

1414 



 AM  

.361042310)1(|| A  

 
Задания для самостоятельной работы по теме 

«Определитель квадратной матрицы» 
 

Вариант 1 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
2143675

7654321
1 








   .

3412657

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

650

398

147

,
41

32































 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

3708

1143

512















 

С  

4. Вычислить определитель матрицы  































3201

1125

0413

0604

D  

разложением по четвёртому столбцу и третьей строке. 
 

Вариант 2 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
2743651

7654321
1 








   .

3416257

7654321
2 








  
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Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

3113

1978

135

,
812

23















 









 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

0412

6813

752

















С  

4. Вычислить определитель матрицы  































3241

1147

22118

06124

D  

разложением по четвёртому столбцу и третьей строке. 
 

Вариант 3 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
7243615

7654321
1 








   .

3416527

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

4517

312

9513

,
15

018





























 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

375

1230

1152





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  



 36 



























1413

0215

2031

2239

D  

разложением по четвёртому столбцу и третьей строке. 
 

Вариант 4 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
7423615

7654321
1 








   .

6413527

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

17211

112

1513

,
320

901




























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

34119

830

1267















 

С  

4. Вычислить определитель матрицы  





























1494

0254

24712

2101536

D  

разложением по четвёртому столбцу и третьей строке. 
 

Вариант 5 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
1423675

7654321
1 








   .

6415327

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  
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.

1221

1172

1510

,
197

53




























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

513

607

2532





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  































2100

1120

4002

3311

D  

разложением по четвёртому столбцу и третьей строке. 
Вариант 6 

1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
1324675

7654321
1 








   .

6415327

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

233

0512

1032

,
1012

54




























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

509

9321

1962



















С  

4. Вычислить определитель матрицы  


























2100

1122

2242

3321

D  

разложением по первому столбцу и четвёртой строке. 
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Вариант 7 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
5324671

7654321
1 








   .

7415326

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

876

0319

2112

,
01

312


























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

1376

9120

653





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  




























2124

11410

152048

772453

D  

разложением по четвёртому столбцу и третьей строке. 
 

Вариант 8 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
5124673

7654321
1 








   .

6715324

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

144

1308

1095

,
101

517















 








 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

713

5012

1173





















С  
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4. Вычислить определитель матрицы  



















 



0216

0025

0104

3113

D  

разложением по четвёртому столбцу и первой строке. 
 

Вариант 9 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
3124675

7654321
1 








   .

6215374

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

43012

095

1143

,
54

119
























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

562

9813

970





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  



























1003

2101

1210

1511

D  

разложением по второму столбцу и второй строке. 
 

Вариант 10 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
3125674

7654321
1 








   .

6275314

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  
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.

0312

21725

012

,
107

113
























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

970

2230

1509















 

С  

4. Вычислить определитель матрицы  



















 



1003

2121

3013

15112

D  

разложением по третьему столбцу и второй строке. 
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Вариант 11 

 

1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4125673

7654321
1 








   .

6273514

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 

2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

934

156

2170

,
25

380





























 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

7012

533

0119

















С  

4. Вычислить определитель матрицы  



















 



1003

2125

93720

55914

D  

разложением по третьему столбцу и четвёртой строке. 

 

Вариант 12 

1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4135762

7654321
1 








   .

6475312

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 

2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

691

105

1273

,
115

021

































 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 
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.

899

0113

742





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  





























1302

1215

4000

5132

D  

разложением по четвёртому столбцу и второй строке. 

 

Вариант 13 

1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4735162

7654321
1 








   .

3475612

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 

2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

2435

1210

897

,
105

219































 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

11725

1440

562





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  


























0362

1250

241012

071519

D  

разложением по четвёртому столбцу и третьей строке. 
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Вариант 14 
 

1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4732165

7654321
1 








   .

3475621

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

2312

217

9013

,
192

510



























 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

884

1209

0153

















С  

4. Вычислить определитель матрицы  





























3000

1112

2113

0013

D  

разложением по четвёртому столбцу и первой строке. 
 

Вариант 15 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
6732154

7654321
1 








   .

1475263

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

464

25013

978

,
215

710































 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 
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.

603

1764

0245



















С  

4. Вычислить определитель матрицы  





























3000

1131

4154

0012

D  

разложением по четвёртому столбцу и второй строке. 
 

Вариант 16 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4723516

7654321
1 








   .

1742536

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

1133

27170

541

,
113

911



























 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

1385

677

19021

















С  

4. Вычислить определитель матрицы  





























3500

1131

4154

821110

D  

разложением по первому столбцу и четвёртой строке. 
 

Вариант 17 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4763512

7654321
1 








   .

1762534

7654321
2 








  
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Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

3071

3125

9017

,
115

1217





























 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

8111

421

0345

















С  

4. Вычислить определитель матрицы  





























0300

1135

4156

821112

D  

разложением по четвёртому столбцу и четвёртой строке. 
 

Вариант 18 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4762513

7654321
1 








   .

1462537

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

1112

985

7613

,
510

211

























 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

288

7430

1250















 

С  

4. Вычислить определитель матрицы  
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



























0070

1135

741421

821112

D  

разложением по первому столбцу и четвёртой строке. 
 

Вариант 19 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4761253

7654321
1 








   .

1472563

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

970

2250

0112

,
315

105





























 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

743

3122

564





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  
























0913

1165

021712

4050

D  

разложением по четвёртому столбцу и первой строке. 
 

Вариант 20 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4716235

7654321
1 








   .

1473652

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  
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.

1421

053

2791

,
749

57































 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

4116

093

1752















 

С  

4. Вычислить определитель матрицы  



























1212

3044

501113

1321

D  

разложением по третьему столбцу и второй строке. 
 

Вариант 21 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4516237

7654321
1 








   .

1742653

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

987

4253

9011

,
1016

58





























 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

3176

0122

731





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  
























01212

3870

02513

012227

D  

разложением по четвёртому столбцу и четвёртой строке. 
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Вариант 22 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4517236

7654321
1 








   .

1745623

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

6725

0133

1721

,
1012

515




























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

522

1340

1172





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  


























8621

14076

01275

00122

D  

разложением по третьему столбцу и первой строке. 
 

Вариант 23 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4561237

7654321
1 








   .

3745621

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

3515

202

1173

,
115

251




























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

567

11013

965





















С  
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4. Вычислить определитель матрицы  





























2678

00311

11523

231050

D  

разложением по третьему столбцу и третьей строке. 
 

Вариант 24 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
7561234

7654321
1 








   .

3745261

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

1140

8315

7015

,
110

819






























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

693

1845

1870

















С  

4. Вычислить определитель матрицы  





























1111

0125

0201

0120

D  

разложением по четвёртому столбцу и четвёртой строке. 
 

Вариант 25 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
7416235

7654321
1 








   .

3745261

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  
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.

0119

507

2230

,
125

710




























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

267

8321

970





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  































1110

0143

0047

0142

D  

разложением по третьему столбцу и второй строке. 
 

Вариант 26 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4716325

7654321
1 








   .

6145237

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

8021

1540

9126

,
319

417




























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

7040

311

9035





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  































1112

0145

0041

011212

D  

разложением по четвёртому столбцу и третьей строке. 
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Вариант 27 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
3715426

7654321
1 








   .

7145236

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 
21    и ,12    вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

709

213

4405

,
10

921






























 
 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

1003

4819

2177





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  





























3212

0112

1500

3821

D  

разложением по четвёртому столбцу и второй строке. 
 

Вариант 28 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
2415763

7654321
1 








   .

1645327

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

721

5502

0177

,
1938

02



























 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

267

8321

970





















С  



 52 

4. Вычислить определитель матрицы  





























0252

0112

1384

114349

D  

разложением по четвёртому столбцу и третьей строке. 
 

Вариант 29 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
2415673

7654321
1 








   .

1645723

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  

.

039

304

32175

,
103

128































 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

743

3122

564





















С  

4. Вычислить определитель матрицы  



























321112

0140

10520

1147677

D  

разложением по первому столбцу и третьей строке. 
 

Вариант 30 
1. Даны подстановки седьмого порядка 

,
4215637

7654321
1 








   .

1467532

7654321
2 








  

Найти произведения подстановок 21   и ,12   вычислить число 

их инверсий. 
2. Вычислить определитель квадратных матриц  
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.

59113

495

901

,
213

199

























 BA  

3. Вычислить миноры и алгебраические дополнения элементов матрицы 

.

288

7430

1250















 

С  

4. Вычислить определитель матрицы  



























0121

2100

5523

1221

D  

разложением по второму столбцу и третьей строке. 
 
 

3. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА. СПОСОБЫ ОБРАЩЕНИЯ МАТРИЦЫ 
 
Определение 3.1. Квадратная матрица называется невырожденной 

(вырожденной), если её определитель отличен от нуля (равен нулю). 
Определение 3.2. Если существуют квадратные матрицы X  и ,A  

удовлетворяющие условию 
,EAXXA   

где E единичная матрица того же порядка, то матрица X  называется 

обратной к матрице A  и обозначается символом .1A  
Теорема 3.1. Каждая невырожденная квадратная матрица имеет об-

ратную матрицу и притом единственную. 

Определение 3.3. Матрица ,*A  полученная из матрицы A  заменой 

её элементов их алгебраическими дополнениями с последующим транс-
понированием, называется матрицей, присоединённой к матрице :A  

.

...

............

...

...

21

22212

12111

*























nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A  

Теорема 3.3. Если матрица A  невырожденная, то её обратная мат-
рица имеет вид:  
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.
det

1 *1 A
A

A 
 

Пример. Дана матрица .
43

21








A  Составить обратную матрицу. 

Для решения задачи воспользуемся теоремой 3.3 и запишем: 

102
43

21
det  AA  существует. Вычислим алгебраические 

дополнения элементов матрицы :A  

;3)3()1(;44)1( 21
12

11
11   AA  

.11)1(;2)2()1( 22
22

12
21   AA  

Таким образом,  

.
2/12/3

12

13

24

2

11
























A  

Определение 3.4. Элементарными преобразованиями матрицы 
называются следующие преобразования: 

1) умножение какой-либо строки (столбца) матрицы на любое дей-
ствительное число, отличное от нуля; 

2) сложение какой-либо строки (столбца) матрицы с другой строкой 
(столбцом) матрицы, умноженной на любое действительное число; 

3) перестановка строк (столбцов) матрицы местами; 
4) удаление строк (столбцов) матрицы, содержащих только нули. 
Определение 3.5. Матрицы, полученные в результате элементарно-

го преобразования, называются эквивалентными. 
Следующий способ обращения матриц основан на применении эле-

ментарных преобразований матрицы и состоит в реализации следующе-
го алгоритма. 

1. К матрице A  справа приписывается единичная матрица того же 

порядка, что и матрица .A  Тем самым получается матрица  .| EA  

2. С помощью элементарных преобразований (определение 3.4), 

осуществляемых над матрицей  ,| EA  на месте матрицы A  должна 

быть получена единичная матрица. 
3. Матрица, полученная таким образом на месте единичной матрицы, 

и будет обратной для матрицы .A  
Пример. С помощью элементарных преобразований найти матрицу, 

обратную данной: 

.

941

910

541

















A  
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Припишем к матрице A  справа единичную матрицу того же порядка, 
что и данная матрица. Получим следующую матрицу: 

.

100

010

001

941

910

541

















 

Над полученной матрицей будем производить строчечные элемен-
тарные преобразования так, чтобы на месте данной матрицы получи-
лась единичная, тогда на месте единичной матрицы получится матрица 

.1A  Производимые элементарные преобразования будем сопровож-
дать пояснениями. Сложим третью строку полученной матрицы с её 
первой строкой, умноженной на ),1(  затем к первой строке прибавим 

вторую строку, умноженную на );4(  получим матрицу 

.

101

010

001

400

910

3101





















 

Помножив первую строку этой матрицы на ,4  сложим её с третьей стро-

кой, умноженной на ,31  а результат сложения запишем в первую строку: 

.

101

010

311627

400

910

004





















 

Вторую строку полученной матрицы, умноженную на ,4  сложим с 

третьей строкой, умноженной на );9(  результат сложения поместим в 

третью строку: 

.

101

949

311627

400

040

004























 

Умножая последнюю матрицу на ,25,0  получим  

,

25,0025,0

25,125,025,2

75,7475,6

100

010

001























 

Следовательно, .

25,0025,0

25,125,025,2

75,7475,6
1























A  
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Теорема 3.4. Обращение матриц обладает следующими основны-
ми свойствами: 

1.   ;
11 AA 
  

2. ;)( 111   ABBA  

3.     .11 TT AA 
  

Обращение матриц часто применяется при решении так называемых 
матричных уравнений. Рассмотрим линейное матричное уравнение вида  

,CBXA   

где A заданная квадратная матрица порядка ,n  CB, заданные мат-

рицы размерности ,mn  X  неизвестная матрица размерности .mn   

Перенесём матрицу B  в правую часть матричного уравнения: 
.CBXA   

Если матрица A  невырожденная, то, по теореме 3.1, существует об-

ратная матрица .1A  Умножая полученное выше матричное уравнение 

на матрицу 
1A  слева (порядок умножения матриц имеет значение, по-

тому, как следует из утверждения «3» теоремы 1.1, произведение мат-
риц некоммутативно), получим выражение 

),(11 CBAXAA    или  ),(1 CBAXE    

или  

).(1 CBAX    

Выполняя действия в правой части последнего матричного уравне-
ния, найдём неизвестную матрицу .X  

Пример. Решить матричное уравнение .
1

3

4

3

31

41






























X  

Матрица 













31

41
A  невырожденная, поскольку её определитель 

1A  отличен от ноля. Матрицу 
1A  найдём любым из известных 

способов: .
11

431












A  Искомая матрица X  может быть найдена 

по формуле: 

.
1

3

4

3

11

43








































X  

Выполняя указанные действия, получим решение матричного уравнения: 

.
11

38












X  
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Задания для самостоятельной работы по теме 

«Обратная матрица» 

 

Вариант 1 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

945

755

138

















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-

образований. 

2. Решить матричное уравнение .
155

93

48

41

21

68


























X  

 

Вариант 2 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

945

755

410

















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-

образований. 

2. Решить матричное уравнение .
15

19

19

4

21

13

























 
X  

 

Вариант 3 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

5201

0300

521





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-

образований. 

2. Решить матричное уравнение .
3

1

6

5

105

42

























 
X  
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Вариант 4 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

435

0120

765















 

A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
14

7

0

1

13

62




























X  

 
Вариант 5 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

141

821

733





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
15

3

5

2

1014

51




























X  

 
Вариант 6 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

210

632

305















 

A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
6

10

3

11

158

30




























X  

 
Вариант 7 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

652

1003

431























A  
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с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
20

4

30

12

512

13







 

















 
X  

 
Вариант 8 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

584

021

3122





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
27

3

3

1

519

010







 


















X  

 
Вариант 9 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

130

151

104





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
7

5

3

10

21

24






























X  

 
Вариант 10 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

111

350

014



















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
2

1

7

4

21

18


























X  
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Вариант 11 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

876

541

105





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
3

2

8

5

11

515

























 
X  

 

Вариант 12 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

851

740

615























A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
3

2

8

16

11

714


























X  

 
Вариант 13 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

270

542

356



















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
5

8

10

10

25

510


























X  

 

Вариант 14 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

253

745

026



















A  
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с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
3

6

1

1

28

15
































X  

 

Вариант 15 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

340

051

702





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
3

12

18

45

119

121


























X  

 

Вариант 16 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

307

450

012























A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
7

10

8

5

510

14


























X  

 
Вариант 17 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

142

211

031























A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
8

5

7

10

105

41


























X  
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Вариант 18 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

120

413

211

















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
5

7

10

15

105

43


























X  

 

Вариант 19 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

199

101

133





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
5

7

10

5

15

21


























X  

 
Вариант 20 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

111

903

913





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
5

9

12

7

15

27


























X  

 

Вариант 21 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

522

481

905

















A  
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с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
13

2

15

4

11

73




























X  

 

Вариант 22 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

549

280

215















 

A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
2

13

4

15

111

202


























X  

 

Вариант 23 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

253

745

026



















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
12

7

16

10

213

17


























X  

 

Вариант 24 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

130

151

104





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
12

11

20

14

210

18


























X  
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Вариант 25 
1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

141

821

733





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
6

3

7

5

418

15


























X  

 
Вариант 26 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

199

101

133





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
7

21

17

25

410

115


























X  

 
Вариант 27 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

340

051

702





















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
2

18

12

20

421

119


























X  

 
Вариант 28 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

522

481

905

















A  
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с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
3

19

13

21

121

127


























X  

 
Вариант 29 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

120

413

211

















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
13

21

3

19

11

17


























X  

 
Вариант 30 

1. Найти матрицу, обратную матрице  

,

120

413

211

















A  

с помощью присоединённой матрицы и с помощью элементарных пре-
образований. 

2. Решить матричное уравнение .
1

3

3

2

1010

45





























 
X  

 

 

4. РАНГ МАТРИЦЫ. СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ РАНГА МАТРИЦЫ 
 
Определение 4.1. Минором порядка s  матрицы A  называется опре-

делитель квадратной матрицы, образованной из элементов исходной 
матрицы, находящихся на пересечении каких-либо выбранных s  строк и 
s  столбцов матрицы .A  

Определение 4.2.  В матрице A  порядка nm  минор порядка r  
называется базисным, если он не равен нулю, а все миноры порядка 

1r  и выше равны нулю, или не существуют вовсе.  
Определение 4.3. Порядок базисного минора матрицы A  называет-

ся рангом матрицы и обозначается символом .rang A  
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Замечание. Из приведённых определений следует, что ранг матрицы 
равен наибольшему из порядков её миноров, отличных от нуля. 

Одним из способов вычисления ранга матрицы является метод 
окаймления миноров. Рассмотрим применение этого способа на следу-
ющем примере. 

Пример. Определить ранг матрицы .

34213

12211

13201

















A  

Среди миноров второго порядка матрицы A  существует, по крайней 
мере, один, отличный от нуля. Например, минор матрицы ,A  получен-

ный вычёркиванием из этой матрицы третьей строки, третьего, четвёр-
того и пятого столбцов, отличен от нуля: 

,01
11

01
  

следовательно, ранг данной матрицы не меньше двух. 
Найдём миноры третьего порядка матрицы .A Все десять миноров 

третьего порядка равны нулю, поэтому ранг данной матрицы не может 
быть равен трём. Таким образом, .2rang A  

Другой способ вычисления ранга матрицы основан на примене-
нии элементарных преобразований матрицы и использовании сле-
дующих утверждений. 

Теорема 4.1. Ранг ступенчатой матрицы равен количеству её нену-
левых строк. 

Теорема 4.2. Элементарные преобразования матрицы не изменяют 
её ранг. 

Пример. Вычислим ранг матрицы из предыдущего примера. Для это-
го матрицу A  с помощью элементарных преобразований приведём к 
ступенчатому виду. Найдём сумму второй строки матрицы A  с первой 
строкой, умноженной на ),1(  а также сумму третьей строки матрицы A  

с первой строкой, умноженной на ).3(  В результате указанных элемен-

тарных преобразований получим эквивалентную матрицу 
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Третью строку полученной матрицы сложим с её первой строкой, 
умноженной на ),1(  и получим эквивалентную матрицу 
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Удалим из этой матрицы третью строку и получим ступенчатую экви-
валентную матрицу, количество ненулевых строк которой равно двум: 
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В соответствии с теоремой 4.1, ранг полученной матрицы равен 

двум, а значит (теорема 4.2), .2rang A  

 
Задания для самостоятельной работы по теме 

«Ранг матрицы» 
 

Вариант 1 
Вычислить ранг матрицы  




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
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8
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7

6

2

6

18

6

0

3

1

A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 
 

Вариант 2 
Вычислить ранг матрицы  
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36
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0
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3
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7
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7

2
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1

A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 
 

Вариант 3 
Вычислить ранг матрицы  



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5
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2

7

9
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3

A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 
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Вариант 4 
Вычислить ранг матрицы  
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9

18

1

15

6

3

3

A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 5 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 6 
Вычислить ранг матрицы  
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55

5

4
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1

A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 7 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 8 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 
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Вариант 9 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 10 
Вычислить ранг матрицы  
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1

A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 11 
Вычислить ранг матрицы  
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9

3

3

10

2

4

A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 12 
Вычислить ранг матрицы  
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4

6
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 13 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 
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Вариант 14 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 15 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 16 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 17 
Вычислить ранг матрицы 
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14

1

A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 18 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 
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Вариант 19 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 20 
Вычислить ранг матрицы  
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двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 21 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 22 
Вычислить ранг матрицы  
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двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 23 
Вычислить ранг матрицы  





























1

2

7

18

1

15

6

3

3

17

1

20

9

6

9

A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 
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Вариант 24 
Вычислить ранг матрицы  
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двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 25 
Вычислить ранг матрицы  
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двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 26 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 27 
Вычислить ранг матрицы  
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двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 

Вариант 28 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 
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Вариант 29 
Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров. 

 
Вариант 30 

Вычислить ранг матрицы  
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A  

двумя способами: с помощью элементарных преобразований и методом 
окаймления миноров 
 
 

5. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ И МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ 
 
Определение 5.1. Системой m линейных уравнений с n неизвестны-

ми nxxx ,, 21  называется система S вида 
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S ,                                                                          

где ija  коэффициенты при неизвестных, jb  свободные члены ( ija , 

jb  заданные числа). 

Определение 5.2. Решением системы S  называется упорядоченный 

набор действительных чисел n ,, 21 , при подстановке которых в 

каждое уравнение системы вместо nxxx ,, 21  соответственно будут по-

лучены верные числовые равенства. 
Определение 5.3. Система S  называется совместной (несовмест-

ной), если она имеет хотя бы одно решение (не имеет решений). 
Определение 5.4. Совместная система S  линейных алгебраических 

уравнений называется определённой (неопределённой), если она имеет 
единственное решение (множество решений). 
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Определение 5.5.  Матрица A , составленная из коэффициентов при 
неизвестных, называется основной матрицей системы S : 
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называется расширенной матрицей этой  системы. 
Замечание. Система S  может быть переписана в так называемом 

матричном виде: 
,ВХА   

где   
T

mbbbB ,,, 21   вектор-столбец свободных членов системы. 

Определение 5.6. Если все свободные члены системы уравнений рав-
ны нулю, то такая система называется однородной, если же хотя бы один 
свободный член отличен от нуля, система называется неоднородной. 

Теорема 5.1. Однородная система линейных уравнений имеет нену-
левое решение тогда и только тогда, когда определитель основной мат-
рицы системы равен нулю. 

Определение 5.7. Элементарными преобразованиями системы ли-
нейных уравнений называют следующие операции:  

1) сложение обеих частей одного уравнения с соответствующими ча-
стями другого, умноженных на одно и то же число, не равное нулю; 

2) перестановка уравнений местами; 
3) удаление из системы уравнений, являющихся тождествами. 
Рассмотрим основные методы решения систем линейных уравнений. 
 
5.1. Метод Гаусса 
 
Рассмотрим систему линейных уравнений .S  Метод Гаусса решения 

систем линейных уравнений состоит из двух этапов, называемых пря-
мым и обратным ходом. Прямой ход метода Гаусса заключается в том, 
что с помощью элементарных преобразований  над расширенной мат-
рицей система S  приводится к «ступенчатому» виду.  

Обратный ход метода Гаусса состоит в том, что, начиная с последне-
го уравнения ступенчатой системы, вычисляются неизвестные. 
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При реализации прямого хода метода Гаусса возможны следующие 
три случая. 

1. В результате преобразований в системе уравнений будет получено 

уравнение вида ,000 21 bxxx n   где .0b  Ясно, что никакой 

набор действительных чисел этому уравнению удовлетворять не может, 
поэтому в таком случае система уравнений несовместна. 

2. В результате преобразований получится ступенчатая система 
уравнений  
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в которой количество уравнений совпадает с количеством неизвестных.       
В этом случае система уравнений является определённой. 
В результате преобразований получится система уравнений ступен-

чатого вида, в которой количество неизвестных больше числа уравнений 
системы ( nm ) 
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В этом случае те неизвестные, которые стоят на «ступеньках», назы-

ваются главными неизвестными ( mxxx ,,, 21  ), а другие неизвестные 

называются свободными ( nmm xxx ,,, 21  ); система уравнений будет 

неопределённой. Тогда обратный ход метода Гаусса состоит в том, что 
начиная с последнего уравнения системы, главные неизвестные выра-
жаются через свободные и составляется общее решение системы урав-
нений. Для того чтобы получить какое-либо частное решение системы, 
свободным неизвестным придают конкретные числовые значения, вы-
числяя тем самым главные неизвестные. 

Пример. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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Прямой ход. Приведём расширенную матрицу системы 



 76 

























10117

3321

5112

bA  

с помощью элементарных преобразований к ступенчатому виду. Пере-

ставим первую и вторую строки матрицы bA , получим матрицу  

.

10117

5112

3321























 

Сложим вторую строку полученной матрицы с первой, умноженной на 
),2(  а её третью строку – с первой строкой, умноженной на ).7(  Полу-

чим матрицу 
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К третьей строке полученной матрицы прибавим вторую строку, 
умноженную на ),3(  в результате чего получим ступенчатую матрицу 
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Таким образом, мы привели данную систему уравнений к ступенча-
тому виду: 
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Обратный ход. Начиная с последнего уравнения полученной сту-
пенчатой системы уравнений, последовательно найдём значения неиз-

вестных: .1,5,2 123  xxx  

Однородная система линейных уравнений всегда совместна: она 
имеет хотя бы одно решение – нулевое (так называемое, тривиальное 
решение). Нас будут интересовать только нетривиальные решения од-
нородной системы линейных уравнений. Рассмотрим пример решения 
однородной системы линейных уравнений методом Гаусса. 

Пример. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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Прямой ход. Поскольку данная система уравнений является одно-
родной, выясним, имеет ли эта система нетривиальные решения.  
Для этого вычислим определитель основной матрицы системы  
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Вычисляя определитель A  разложением по строке или по столбцу, 

получим .0A  В соответствии с теоремой 5.1, данная система линей-

ных уравнений имеет нетривиальное решение. Приведём основную 
матрицу к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразова-
ний. Сложим вторую и четвёртую строки матрицы А  с первой строкой, 
умноженной на ),3(  а третью  строку – с первой строкой, умноженной 

на );4(  получим матрицу 
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Сложим третью строку полученной матрицы со второй, умноженной 
на ),3(  а четвёртую строку – с третьей строкой; получим матрицу 
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В этой матрице удалим нулевые строки и получим ступенчатую матрицу 
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Тем самым, данная система приведена к ступенчатому виду: 
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Неизвестные 1x  и ,2x  стоящие на «ступеньках», являются главными, 

а неизвестные 3x  и 4x  свободными. 

Обратный ход. Выразим из второго уравнения системы главную не-

известную 2x  через свободные неизвестные 3x  и :4x  .56 432 xxx   

Используя полученное равенство, из первого уравнения ступенчатой си-

стемы получим следующее выражение главной неизвестной :1x  

.78 431 xxx   Общее решение данной системы уравнений запишем в 

виде:  ,,,56,78 434343 xxxxxx  где 3x  и 4x  любые действитель-

ные числа. Положив, к примеру, 13 x  и ,54 x  получим частное ре-

шение системы:  .5,1,31,43   

 
5.2. Матричный метод решения систем линейных уравнений 
 
Пусть дана система n  линейных уравнений с n  неизвестными:   
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Будем предполагать, что основная матрица A  невырожденная.  

Тогда, по теореме 3.1, существует обратная матрица .1A  Помножив 

матричное уравнение BXA   на матрицу 
1A  слева, воспользовав-

шись определением 3.2, а также утверждением 8) теоремы 1.1, получим 
формулу, на которой основан матричный метод решения систем линей-
ных уравнений: 

.1 BAX  
 

Замечание. Отметим, что матричный метод решения систем линей-
ных уравнений в отличие от метода Гаусса имеет ограниченное приме-
нение: этим методом могут быть решены только такие системы линей-
ных уравнений, у которых, во-первых, число неизвестных равно числу 
уравнений, а во-вторых, основная матрица невырожденная. 

Пример. Решить систему линейных уравнений матричным методом. 















.16234

,1432

,05

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 



 79 

Задана система трёх линейных уравнений с тремя неизвестными 

,BXA   где 
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Основная матрица системы уравнений невырожденная, поскольку её 
определитель отличен от нуля: 
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Обратную матрицу 
1A  составим одним из методов, описанных в 

пункте 3. 
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По формуле матричного метода решения систем линейных уравне-
ний получим 
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5.3. Метод Крамера 
 
Данный метод так же, как и матричный, применим только для систем 

линейных уравнений, у которых число неизвестных совпадает с числом 
уравнений. Метод Крамера основан на одноимённой теореме: 

Теорема 5.2. Система n  линейных уравнений с n  неизвестными  
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основная матрица которой невырожденная, имеет единственное реше-
ние, которое может быть получено по формулам 
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1
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A
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где  i определитель матрицы, полученной из основной матрицы A  си-

стемы уравнений заменой её i го столбца столбцом свободных членов. 
Пример. Найдём решение системы линейных уравнений, рассмот-

ренной в предыдущем примере, методом Крамера. Основная матрица 
системы уравнений невырожденная, поскольку .030det A  Вычис-

лим определители .,, 321   
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По формулам, представленным в теореме 5.2, вычислим значения 

неизвестных: .3,2,1 321  xxx  

 
 
6. ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.  
    БАЗИСНОЕ РЕШЕНИЕ 
 
Исследовать систему линейных уравнений – означает определить, ка-

кой является эта система – совместной или несовместной, и в случае её 
совместности выяснить, определённая эта система или неопределённая. 

Условие совместности системы линейных уравнений даёт следую-
щая теорема 

Теорема 6.1 (Кронекера–Капелли). 
Система линейных уравнений совместна  тогда и только тогда, когда 

ранг основной матрицы системы равен рангу её расширенной матрицы: 
.rangrang bAA   

Для совместной системы линейных уравнений вопрос о её определён-
ности или неопределённости решается с применением следующих теорем. 

Теорема 6.2. Если ранг основной матрицы совместной системы ра-
вен числу неизвестных, то система является определённой 

Теорема 6.3. Если ранг основной матрицы совместной системы 
меньше числа неизвестных, то система является неопределённой. 

Таким образом, из сформулированных теорем вытекает способ ис-
следования систем линейных алгебраических уравнений. Пусть n – ко-
личество неизвестных, ,rang rA   .~rang rAb   Тогда: 

1) при rr ~  система несовместна; 
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2) при rr ~  система совместна, причём, если nrr  ~ , система  
определённая; если же nrr  ~ , система неопределённая. 

Определение 6.1. Базисным решением неопределённой системы 
линейных уравнений называют такое её решение, в котором все сво-
бодные неизвестные  равны нулю. 

Пример. Исследовать систему линейных уравнений. В случае не-
определённости системы найти её базисное решение. 
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Вычислим ранги основной А  и расширенной матриц bA  данной си-

стемы уравнений, для чего приведём расширенную (а вместе с тем и 
основную) матрицу системы к ступенчатому виду: 
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Вторую строку матрицы сложим с её первой строкой, умноженной на 

,3  третью строку – с первой строкой, умноженной на ),2(  а четвёртую 

строку – с первой, умноженной на ;5  получим матрицу 
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К третьей строке этой матрицы прибавим вторую строку, умноженную 
на ),1(  а к четвёртой строке – первую, умноженную на ).2(  В резуль-

тате получим матрицу 

,

0

0

7

1

0

0

2

2

0

0

10

3

0

0

1

1

0

0

0

1





























 

удаляя из которой третью и четвёртую строки получим ступенчатую матрицу  
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.
7

1

2

2

10

3

1

1

0

1
















 

Таким образом, ,2rang A  .2rang bA  Следовательно, данная систе-

ма линейных уравнений совместна, а поскольку величина ранга меньше 
числа неизвестных, система является неопределённой. Полученной в 
результате элементарных преобразований ступенчатой матрице соот-
ветствует система уравнений  


















.2107

,76

,7210

,123

432

31

432

4321

xxx

xx

xxx

xxxx
 

Неизвестные 1x  и 2x  являются главными, а неизвестные 3x  и 4x  

свободными. Придавая свободным неизвестным нулевые значения, по-
лучим базисное решение данной системы линейных уравнений:  

.0,0,7,6 4321  xxxx  

 
Задания для самостоятельной работы по теме 

«Системы линейных уравнений и методы их решения» 
 

Вариант 1 
1. Решить систему линейных уравнений  















623

,132

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015519

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,81555

,562

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

          















.815519

,1962

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать 
их. В случае неопределённости системы уравнений найти их базис-
ные решения. 
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Вариант 2 
1. Решить систему линейных уравнений  















344

,42

,322

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015516

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,8374

,6710

,910

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815516

,1662

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 3 
1. Решить систему линейных уравнений  















325

,642

,123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015513

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,7374

,1710

,1010

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815513

,1362

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 4 
1. Решить систему линейных уравнений  















722

,113

,432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015510

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,7374

,7710

,710

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815510

,1062

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 5 
1. Решить систему линейных уравнений  















92

,6243

,12423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015518

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,8374

,4710

,1010

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815518

,1862

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 6 
1. Решить систему линейных уравнений  















534

,2

,4638

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015515

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,8374

,10710

,710

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815515

,1562

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 7 
1. Решить систему линейных уравнений  















12638

,2

,934

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015512

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,7374

,5710

,810

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815512

,1262

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 8 
1. Решить систему линейных уравнений  















39114

,2457

,33432

31

21

321

xx

xx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01559

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,7374

,3710

,910

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81559

,962

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 9 
1. Решить систему линейных уравнений  















74

,3357

,12432

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015517

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,7374

,9710

,610

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815517

,1762

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 10 
1. Решить систему линейных уравнений  















22523

,2045

,64

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015514

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,6374

,2710

,810

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815514

,1462

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 11 
1. Решить систему линейных уравнений  















102

,9243

,21423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015511

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,6374

,8710

,510

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815511

,1162

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 12 
1. Решить систему линейных уравнений  















132

,12432

,5523

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01558

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,5374

,5710

,510

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81558

,862

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 13 
1. Решить систему линейных уравнений  















82

,1122

,1944

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01557

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,9374

,7710

,1010

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81557

,762

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 14 
1. Решить систему линейных уравнений  















42

,644

,022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015520

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,6374

,4710

,710

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815520

,2062

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 15 
1. Решить систему линейных уравнений  















2244

,112

,822

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01554

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,5374

,1710

,710

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81554

,462

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 16 
1. Решить систему линейных уравнений  















15243

,205

,932

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.0155

,062

,032

32

321

321

xx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,4374

,2710

,510

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.8155

,062

,732

32

321

321

xx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 17 
1. Решить систему линейных уравнений  















35

,1243

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01553

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,9374

,9710

,910

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81553

,362

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 



 91 

Вариант 18 
1. Решить систему линейных уравнений  















924

,43

,8653

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01556

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,5374

,3710

,610

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81556

,662

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 19 
1. Решить систему линейных уравнений  















1924

,36653

,43

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01553

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,8374

,4710

,1010

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81553

,362

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 20 
1. Решить систему линейных уравнений  















1642

,825

,113

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.0155

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,883

,1710

,1010

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.8155

,162

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 21 
1. Решить систему линейных уравнений  















742

,125

,13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01554

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,974

,710

,1010

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81554

,462

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 22 
1. Решить систему линейных уравнений  















123

,032

,432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01555

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,874

,610

,910

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81555

,562

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 23 
1. Решить систему линейных уравнений  















823

,1632

,1232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01552

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,874

,410

,1010

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81552

,262

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 24 
1. Решить систему линейных уравнений  















8523

,16432

,1432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01552

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,774

,510

,810

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81552

,262

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 25 
1. Решить систему линейных уравнений  















11423

,42

,11243

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01556

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,674

,210

,810

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81556

,662

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 26 
1. Решить систему линейных уравнений  















932

,1343

,1565

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01557

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,674

,810

,510

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81557

,762

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 27 
1. Решить систему линейных уравнений  















1943

,14523

,64

321

321

21

xxx

xxx

xx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015510

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,674

,410

,710

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815510

,1062

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 28 
1. Решить систему линейных уравнений  















932

,13

,22425

321

31

321

xxx

xx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015513

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,574

,110

,710

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815513

,1362

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 

 

Вариант 29 
1. Решить систему линейных уравнений  















673

,254

,94

32

321

321

xx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.015516

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,774

,310

,910

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.815516

,1662

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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Вариант 30 
1. Решить систему линейных уравнений  















1032

,3323

,1347

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

методом Гаусса, матричным методом и методом Крамера. 
2. Дана однородная система линейных уравнений 















.01558

,062

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Выяснить, имеет ли эта система уравнений нетривиальное решение. 
В случае утвердительного ответа найти это решение. 

3. Даны системы линейных уравнений 















,774

,910

,610

321

321

321

xxx

xxx

xxx

     















.81558

,862

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Исследовать системы линейных уравнений и классифицировать их. 
В случае неопределённости системы уравнений найти общее и базис-
ное решения. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Настоящее учебное пособие включает в себя достаточный теорети-
ческий материал, а также примеры и задачи по курсу линейной алгебры, 
программа которого предусмотрена подготовкой дипломированных спе-
циалистов ДВГУПС, изучающих дисциплины «Алгебра», «Алгебра и гео-
метрия», «Высшая математика». 

Рассмотренные примеры и задачи призваны помочь студентам в 
овладении важными вопросами упомянутого раздела алгебры, а также 
организовать самостоятельную работу при выполнении домашних и 
расчётно-графических заданий, при подготовке к контрольным работам 
и экзаменам. 

Автор надеется, что пособие будет способствовать выработке у сту-
дентов ДВГУПС прочных знаний, умений и навыков при решении задач 
линейной алгебры. 
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