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Ìàòåìàòèêà èìååò çàäà÷åé íå îáó÷åíèå èñ÷èñëåíèþ,

à îáó÷åíèå ïðèåìàì ÷åëîâå÷åñêîé ìûñëè ïðè èñ÷èñëåíèè.

Ë. Òîëñòîé

Ââåäåíèå

Äîðîãèå ñòóäåíòû! Çà âðåìÿ îáó÷åíèÿ â óíèâåðñèòåòå Âàì ïðåäñòî-
èò ïðèîáùèòüñÿ ê ðàçëè÷íûì ïðåäìåòíûì îáëàñòÿì íàóê, â ÷àñòíîñòè, è ê
ìàòåìàòèêå, îâëàäåòü ïðèåìàìè óñâîåíèÿ íàó÷íûõ çíàíèé ñ òåì, ÷òîáû ïðè-
îáðåòåííûé îïûò èñïîëüçîâàòü äëÿ ñàìîîáðàçîâàíèÿ è â äàëüíåéøåé ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè.

Ìàòåðèàë äàííîãî ïîñîáèÿ ðàçáèò íà 6 ïàðàãðàôîâ: ìàòðèöû è äåéñòâèÿ
ñ íèìè, îïðåäåëèòåëè, îáðàòíàÿ ìàòðèöà, ðàíã ìàòðèöû, ðåøåíèå ñèñòåì ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è âåêòîðíàÿ àëãåáðà. Êàæäûé ïàðàãðàô
ñîäåðæèò ñïèñîê òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ ïî òåìå è ïðèìåðû çàäà÷ ñ ïîäðîá-
íûì ðåøåíèåì. Ïðèâåäåííûå ðåøåíèÿ ïîìîãóò âàì ïðè âûïîëíåíèè äîìàø-
íèõ çàäàíèé è ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó.

Â äàííîé ðàáîòå òàêæå ïðåäñòàâëåíû âàðèàíòû èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ. Ïîñëå âàðèàíòîâ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà-
íèé Âû ñìîæåòå íàéòè äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è ïîâûøåííîé òðóäíîñòè, êî-
òîðûå ïðè ðåøåíèè ïîòðåáóþò îò Âàñ òâîð÷åñêîãî ïîäõîäà. Äëÿ óäîáñòâà â
êîíöå ñáîðíèêà ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ôîðìóëû è îáîçíà÷åíèÿ.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ðàáîòå ñ ó÷åáíûì ïîñîáèåì:

+ Ïðåæäå ÷åì âûïîëíÿòü èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàì íåîáõîäèìî îòâå-
òèòü íà ïåðå÷èñëåííûå â íà÷àëå êàæäîãî ïàðàãðàôà òåîðåòè÷åñêèå âî-
ïðîñû. Îòâåòû âû ñìîæåòå íàéòè â ìàòåðèàëàõ ëåêöèé èëè â äîïîëíè-
òåëüíîé ëèòåðàòóðå, ñïèñîê êîòîðîé ïðèâåäåí â êîíöå ñáîðíèêà.

+ Äàëåå ðåêîìåíäóåì âíèìàòåëüíî îçíàêîìèòüñÿ ñ ïðèìåðàìè ðåøåíèÿ çà-
äà÷ ïî òåìå ïàðàãðàôà.

+ Ïîñëå Âû ìîæåòå ïåðåéòè ê ðåøåíèþ èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé.

Ìû íàäååìñÿ, ÷òî äàííîå ïîñîáèå ïîìîæåò âàì â îñâîåíèè ìàòåðèàëà ïî
ëèíåéíîé àëãåáðå.

Æåëàåì óñïåõà!
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� 1. Ìàòðèöû è äåéñòâèÿ ñ íèìè

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

1. Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû, åå îáîçíà÷åíèÿ è ðàçìåðíîñòü.
2. Âèäû ìàòðèö.
3. Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè è èõ ñâîéòâà.
4. Ïîíÿòèÿ ñîãëàñîâàííûõ ìàòðèö, ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû.
5. Ïîíÿòèå òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû.

Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ

- Ïðèìåð 1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè A+B, A−B, åñëè:

1) A =

(
4 −2 3
−5 1 0

)
, B =

(
2 −1 2
1 1 3

)
;

2) A =

(
−3 5

3 1

)
, B =

 2 −1
−3 3

4 2

 .

Ðåøåíèå: â 1) Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ îïðåäåëåíû äëÿ ìàò-
ðèö òîëüêî îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Â ðåçóëüòàòå äàííûõ îïåðàöèé ïîëó÷à-
åì ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàâíû ñóììå (ðàçíîñòè) ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ èñõîäíûõ ìàòðèö.

A+B =

(
4 + 2 −2 + (−1) 3 + 2
−5 + 1 1 + 1 0 + 3

)
=

(
6 −3 5
−4 2 3

)
,

A−B =

(
4− 2 −2− (−1) 3− 2
−5− 1 1− 1 0− 3

)
=

(
2 −1 1
−6 0 −3

)
.

â 2) Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ äëÿ äàííûõ ìàòðèö íå îïðåäåëåíû,
ò.ê. ìàòðèöû èìåþò ðàçëè÷íûå ðàçìåðíîñòè: A

2×2
; B
3×2

(â äàííîì ñëó÷àå íå

ñîâïàäàåò êîëè÷åñòâî ñòðîê â ìàòðèöàõ).

- Ïðèìåð 2. Äàíû ìàòðèöû A, B, C. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
2A+ 3BT − C, åñëè

A =

 2 0 −1
4 3 5
0 7 −4

 ; B =

 1 −3 5
2 1 −7
3 4 4

 ; C =

 0 0 0
2 −2 1
3 4 5

 .

Ðåøåíèå: Íàéäåì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ äåé-
ñòâèÿ.
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à) Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû íà ÷èñëî êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû óìíîæàåòñÿ
íà ýòî ÷èñëî.

2A = 2

 2 0 −1
4 3 5
0 7 −4

 =

 2 · 2 2 · 0 2 · (−1)
2 · 4 2 · 3 2 · 5
2 · 0 2 · 7 2 · (−4)

 =

 4 0 −2
8 6 10
0 14 −8

 .

á) Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû ñòðîêè èñõîäíîé ìàòðèöû çàìåíÿþòñÿ
ñòîëáöàìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè, à ñòîëáöû çàìåíÿþòñÿ ñòðîêàìè
(íàïðèìåð, ïåðâàÿ ñòðîêà âñòàåò íà ìåñòî ïåðâîãî ñòîëáöà).

3BT = 3

 1 -3 5
2 1 −7
3 4 4

T

= 3

 1 2 3
-3 1 4
5 −7 4

 =

 3 6 9
−9 3 12
15 −21 12

 .

â) Òåïåòü íàéäåì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

2A+ 3BT − C =

 4 0 −2
8 6 10
0 14 −8

+

 3 6 9
−9 3 12
15 −21 12

−
 0 0 0

2 −2 1
3 4 5

 =

=

 (4 + 3− 0) (0 + 6− 0) (−2 + 9− 0)
(8− 9− 2) (6 + 3 + 2) (10 + 12− 1)
(0 + 15− 3) (14− 21− 4) (−8 + 12− 5)

 =

 7 6 7
−3 11 21
12 −11 −1

 .

- Ïðèìåð 3. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB è BA, åñëè:

1) A =

(
−1 0 3

1 3 −4

)
, B =

 6 0
2 −2
−3 1

;
2) A =

(
2 −2 1

)
, B =

 4
2
−5

;
3) A =

(
0 3
1 5

)
, B =

(
−2 1 3

1 2 0

)
;

4) A =

(
2 2
1 2

)
, B =

(
3 4
2 3

)
.

Ðåøåíèå: Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íà ìàòðèöó B ââîäèòñÿ òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A ñîãëàñîâàíà ñ ìàòðèöåé B, òî åñòü êîëè÷åñòâî

ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ñòðîê ìàòðèöû B

(
A

m×k
· B
k×n

)
.

Ðàçìåðíîñòü èòîãîâîé ìàòðèöû C îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîëè÷åñòâó ñòðîê ìàòðè-

öû A è êîëè÷åñòâó ñòîëáöîâ ìàòðèöû B

(
C

m×n
= A

m×k
· B
k×n

)
. Ýëåìåíò cij ìàò-

ðèöû C = A ·B ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-îé ñòðîêè ìàòðèöû A
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íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B

(
cij =

k∑
t=1

aitbtj

)
.

â 1) A
2×3
· B
3×2

=

(
- 1 0 3

1 3 −4

) 6 0
2 −2

- 3 1

 =

=

(
−1 · 6 + 0 · 2 + 3 · (−3) −1 · 0 + 0 · (−2) + 3 · 1

1 · 6 + 3 · 2 + (−4) · (−3) 1 · 0 + 3 · (−2) + (−4·) 1

)
=

(
−15 3
24 −10

)
;

B
3×2
· A
2×3

=

 6 0
2 −2
−3 1

( - 1 0 3
1 3 −4

)
=

=

 6 · (−1) + 0 · 1 6 · 0 + 0 · 3 6 · 3 + 0 · (−4)
2 · (−1) + (−2) · 1 2 · 0 + (−2) · 3 2 · 3 + (−2) · (−4)
(−3) · (−1) + 1 · 1 (−3) · 0 + 1 · 3 (−3) · 3 + 1 · (−4)

 =

=

 −6 0 18
−4 −6 14
4 3 −13

 .

Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî AB 6= BA.

â 2) A
1×3
· B
3×1

=
(

2 −2 1
) 4

2
−5

 = (2 · 4 + (−2) 2 + 1 (−5)) = (−1) ;

Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö A ·B ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ 1× 1.

B
3×1
· A
1×3

=

 4
2
−5

( 2 −2 1
)

=

 4 · 2 4 · (−2) 4 · 1
2 · 2 2 · (−2) 2 · 1
−5 · 2 −5 · (−2) −5 · 1

 =

=

 8 −8 4
4 −4 2
−10 10 −5

 .

AB 6= BA.

â 3)

A
2×2
· B
2×3

=

(
0 3
1 5

)(
−2 1 3

1 2 0

)
=

=

(
0 (−2) + 3 · 1 0 · 1 + 3 · 2 0 · 3 + 3 · 0
1 (−2) + 5 · 1 1 · 1 + 5 · 2 1 · 3 + 5 · 0

)
=

(
3 6 0
3 11 3

)
;
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B
2× 3

· A
2×2

- íå ñóùåñòâóåò, ò.ê. êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû B íå ñîâïàäàåò ñ

êîëè÷åñòâîì ñòðîê ìàòðèöû A.

â 4)

A
2×2
· B
2×2

=

(
2 2
1 2

)(
3 4
2 3

)
=

(
2 · 3 + 2 · 2 2 · 4 + 2 · 3
1 · 3 + 2 · 2 1 · 4 + 2 · 3

)
=

(
10 14
7 10

)
;

B
2×2
· A
2×2

=

(
3 4
2 3

)(
2 2
1 2

)
=

(
3 · 2 + 4 · 1 3 · 2 + 4 · 2
2 · 2 + 3 · 1 2 · 2 + 3 · 2

)
=

(
10 14
7 10

)
.

Â äàííîì ñëó÷àå AB = BA, òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè
èëè êîììóòàòèâíûìè.

- Ïðèìåð 4. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

1) P (A) = A2 − AT + 4E, åñëè A =

(
5 −3
2 0

)
;

2) P (A) = A(3AT + E), åñëè A =

(
2 −1
−4 2

)
.

Ðåøåíèå: â 1) Íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî

A2 = A · A =

(
5 −3
2 0

)(
5 −3
2 0

)
=

=

(
5 · 5 + (−3) · 2 5 · (−3) + (−3) · 0

2 · 5 + 0 · 2 2 · (−3) + 0 · 0

)
=

(
19 −15
10 −6

)
;

AT =

(
5 −3
2 0

)T

=

(
5 2
−3 0

)
;

4E = 4 ·
(

1 0
0 1

)
=

(
4 0
0 4

)
;

P (A) = A2 − AT + 4E =

(
19 −15
10 −6

)
−
(

5 2
−3 0

)
+

(
4 0
0 4

)
=

=

(
19− 5 + 4 −15− 2 + 0

10− (−3) + 0 −6− 0 + 4

)
=

(
18 −17
13 −2

)
.

â 2) Òàê êàê â âûðàæåíèè ïðèñóòñòâóþò ñêîáêè, òî ïåðâîíà÷àëüíî âûïîë-
íÿåì äåéñòâèÿ â ñêîáêàõ

3AT = 3

(
2 −1
−4 2

)T

= 3

(
2 −4
−1 2

)
=

(
3 · 2 3 · (−4)

3 · (−1) 3 · 2

)
=

=

(
6 −12
−3 6

)
;
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3AT + E =

(
6 −12
−3 6

)
+

(
1 0
0 1

)
=

(
7 −12
−3 7

)
;

P (A) = A(3AT + E) =

(
2 −1
−4 2

)(
7 −12
−3 7

)
=

=

(
2 · 7 + (−1) · (−3) 2 · (−12) + (−1) · 7
(−4) · 7 + 2 · (−3) (−4) · (−12) + 2 · 7

)
=

(
17 −31
−34 62

)
.

� 2. Îïðåäåëèòåëè è èõ ñâîéñòâà

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

1. Ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ, åãî ïîðÿäîê.
2. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.
3. Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.
4. Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà (ïðàâèëî Ñàððóñà,
òðåóãîëüíèêà).

5. Ïîíÿòèÿ ìèíîðà è àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòà îïðåäåëèòåëÿ.
6. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ðàçëîæåíèåì ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó.
7. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé n � îãî ïîðÿäêà ¾íàêîïëåíèåì íóëåé¿.
8. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé n � îãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïðåäå-
ëèòåëåé.

Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ

- Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà:

1)

∣∣∣∣ −3 2
7 −2

∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣ sinα cosα
− cosα sinα

∣∣∣∣ .
Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé âòîðî-

ãî ïîðÿäêà ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21

â 1)

∣∣∣∣ −3 2
7 −2

∣∣∣∣ = (−3) · (−2)− 2 · 7 = 6− 14 = −8.

â 2)

∣∣∣∣ sinα cosα
− cosα sinα

∣∣∣∣ = sinα · sinα− cosα · (− cosα) = sin2 α + cos2 α = 1.
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* Â äàííîì ïðèìåðå èñïîëüçîâàëè îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæ-
äåñòâî sin2 α + cos2 α = 1.

- Ïðèìåð 6. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣
1 0 3
−2 1 −3
1 4 −2

∣∣∣∣∣∣
1) ïî ïðàâèëó Ñàððóñà; 2) ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå: â 1) Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ñàððóñà, äëÿ ýòîãî äîïèøåì
ñïðàâà îò îïðåäåëèòåëÿ äâà ïåðâûõ ñòîëáöà∣∣∣∣∣∣

1 0 3
−2 1 −3

1 4 −2

∣∣∣∣∣∣ =

1 0 3

−2 1 −3

1 4 −2

1 0

−2 1

1 4

Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

�
�

�
�

�
��=

�
�

�
�
�

��=

�
�
�

�
�
��=

= 1 · 1 · (−2) + 0 · (−3) · 1 + 3 · (−2) · 4−

− [3 · 1 · 1 + 1 · (−3) · 4 + 0 · (−2) · (−2)] = −2− 24 + 0− (3− 12 + 0) =

= −26− (−9) = −17.

* Ïî ïðàâèëó Ñàððóñà ìîæíî äîïèñûâàòü íå òîëüêî äâà ïåðâûõ ñòîëá-
öà, íî è äâå ïåðâûõ ñòðîêè ïîä îïðåäåëèòåëåì, ïðè ýòîì äèàãîíàëè
ïðîâîäèòü âíèç ïàðàëëåëüíî ãëàâíîé è ïîáî÷íîé äèàãîíàëÿì.

â 2) Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ïðàâèëîì òðåóãîëüíèêà.∣∣∣∣∣∣
1 0 3
−2 1 −3
1 4 −2

∣∣∣∣∣∣ =

d d dd d dd d d@
@
@

@@��
�

�
��@@

�
�
�

�
�� −
d d dd d dd d d�
�
��� A
A
A

H
HH��

A
A
A

H
HH = 1 · 1 · (−2) + (−2) · 4 · 3 + 1 · 0 · (−3)−

− [3 · 1 · 1 + (−3) · 4 · 1 + (−2) · 0 · (−2) ] = −2− 24 + 0− (3− 12 + 0) =

= −26− (−9) = −17.

Åñëè ñðàâíèòü îòâåòû, ïîëó÷åííûå ïî ïðàâèëó Ñàððóñà è ïî ïðàâèëó òðå-
óãîëüíèêà, òî ìû óâèäèì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò (−17 = −17). Òàêèì îáðàçîì,
çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî ìåòîäà åãî âû÷èñëåíèÿ.

* Ìåòîä Ñàððóñà è ìåòîä òðåóãîëüíèêà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåëèòåëåé òîëüêî òðåòüåãî ïîðÿäêà, ýòèìè ìåòîäàìè íåëüçÿ âû-
÷èñëÿòü îïðåäåëèòåëè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
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- Ïðèìåð 7. Âû÷èñëèòü ìèíîð è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåí-
òà aij ñëåäóþùèõ îïðåäåëèòåëåé

1)

∣∣∣∣ 1 2
−9 3

∣∣∣∣ , i = 1, j = 1; 2)

∣∣∣∣∣∣
0 2 1
3 4 −5
9 7 8

∣∣∣∣∣∣ , i = 2, j = 1.

Ðåøåíèå: â 1) Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ìèíîð ýëåìåíòà a11, âû-
÷åðêíåì â èñõîäíîì îïðåäåëèòåëå ïåðâóþ ñòðîêó è ïåðâûé ñòîëáåö, ïîëó÷èì

M11 = 3.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ A11 âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

Aij = (−1)i+j ·Mij,

ò. å.
A11 = (−1)1+1 ·M11 = (−1)2 ·M11 = 1 · 3 = 3.

â 2) Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ìèíîðM21 âû÷åðêíåì â èñõîäíîì îïðåäåëè-
òåëå ñòðîêó è ñòîëáåö, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ñòîèò ýëåìåíò a21, ò.å. âòîðóþ
ñòðîêó è ïåðâûé ñòîëáåö. Ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà:

M21 =

∣∣∣∣ 2 1
7 8

∣∣∣∣ = 2 · 8− 1 · 7 = 16− 7 = 9;

A21 = (−1)2+1 ·M21 = (−1)3 ·
∣∣∣∣ 2 1

7 8

∣∣∣∣ = (−1) · 9 = −9.

- Ïðèìåð 8. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣
−1 0 2
4 −3 1
5 1 −4

∣∣∣∣∣∣
1) ðàçëîæèâ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè,
2) ðàçëîæèâ åãî ïî ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà.
Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.

Ðåøåíèå: â 1) Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè
èìååò âèä:∣∣∣∣∣∣

- 1 0 2
4 −3 1
5 1 −4

∣∣∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 + a13A13 = (−1) · A11 + 0 · A12 + 2 · A13.
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Âû÷èñëèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ A11, A13 (A12 âû÷èñëÿòü íåò ñìûñëà,
ò.ê. óìíîæåíèå íà íóëü âñå ðàâíî äàñò â ðåçóëüòàòå íóëü):

A11 = (−1)1+1 ·M11 =

∣∣∣∣ −3 1
1 −4

∣∣∣∣ = (−3) · (−4)− 1 · 1 = 12− 1 = 11,

A13 = (−1)1+3 ·M13 =

∣∣∣∣ 4 −3
5 1

∣∣∣∣ = 4 · 1− (−3) · 5 = 4− (−15) = 19.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ:∣∣∣∣∣∣
−1 0 2
4 −3 1
5 1 −4

∣∣∣∣∣∣ = (−1) · 11 + 0 + 2 · 19 = −11 + 38 = 27.

â 2) Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì òðåòüåãî ñòîëáöà èìååò âèä:∣∣∣∣∣∣
−1 0 2
4 −3 1
5 1 - 4

∣∣∣∣∣∣ = a13A13 + a23A23 + a33A33 = 2 · A13 + 1 · A23 + (−4) · A33.

Âû÷èñëèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ A13, A23 è A33:

A13 = (−1)1+3 ·M11 =

∣∣∣∣ 4 −3
5 1

∣∣∣∣ = 4 · 1− (−3) · 5 = 4− (−15) = 19,

A23 = (−1)2+3 ·M23 = −
∣∣∣∣ −1 0

5 1

∣∣∣∣ = − ((−1) · 1− 0 · 5) = − (−1− 0) = 1,

A33 = (−1)3+3 ·M33 =

∣∣∣∣ −1 0
4 −3

∣∣∣∣ = (−1) · (−3)− 0 · 4 = 3− 0 = 3.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ:∣∣∣∣∣∣
−1 0 2
4 −3 1
5 1 −4

∣∣∣∣∣∣ = 2 · 19 + 1 · 1 + (−4) · 3 = 38 + 1− 12 = 27.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå îòâåòû, âèäèì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò (27 = 27), ïîýòîìó
ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáðàííûõ ñòðîêè èëè ñòîëáöà.

- Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî
ñòðîêå èëè ñòîëáöå è, ðàçëîæèâ èõ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà:

1)

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
3 4 5
9 −3 6

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 0
−2 6 3 5
1 0 4 1
3 3 6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 −3 0
−3 4 3 5
1 2 2 3
−3 3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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* Äëÿ ¾íàêîïëåíèÿ íóëåé¿ îáû÷íî âûáèðàþò ñòðîêó (ñòîëáåö), êîòîðàÿ
ñîäåðæèò íóëè èëè íåáîëüøèå ïî ìîäóëþ ÷èñëà. Æåëàòåëüíî â ýòîé
ñòðîêå (ñòîëáöå) íàëè÷èå åäèíèöû.

Ðåøåíèå: â 1) Â äàííîì îïðåäåëèòåëå äëÿ ¾íàêîïëåíèÿ íóëåé¿ ìîæíî
âûáðàòü ïåðâóþ ñòðîêó èëè ïåðâûé, âòîðîé ñòîëáöû.

Ïî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ, ê ëþáîé ñòðîêå (ñòîëáöó) ìîæíî ïðèáàâèòü
ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), óìíîæåííûå íà ÷èñëî îòëè÷íîå îò íó-
ëÿ, ïðè ýòîì çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíèòñÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ñâîé-
ñòâîì äëÿ ¾íàêîïëåíèÿ íóëåé¿ â ïåðâîé ñòðîêå. Äëÿ ýòîãî ïðèáàâèì êî âòî-
ðîìó ñòîëáöó ïåðâûé ñòîëáåö óìíîæåííûé íà (−1) (èçìåíèòñÿ òîëüêî òîò
ñòîëáåö, íà êîòîðûé óêàçûâàåò ñòðåëêà).

·(−1)
?

1 1 −2
3 4 5
9 −3 6

=

∣∣∣∣∣∣
1 1 + 1 · (−1) −2
3 4 + 3 · (−1) 5
9 −3 + 9 · (−1) 6

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0 −2
3 1 5
9 −12 6

∣∣∣∣∣∣ .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè îäèí íîëü â ïåðâîé ñòðîêå. Äàëåå ïðèáàâèì ê òðå-
òüåìó ñòîëáöó ïåðâûé ñòîëáåö äîìíîæåííûé íà 2.

·(2) ?

1 0 −2
3 1 5
9 −12 6

=

∣∣∣∣∣∣
1 0 −2 + 1 · 2
3 1 5 + 3 · 2
9 −12 6 + 9 · 2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
3 1 11
9 −12 24

∣∣∣∣∣∣ .
Ïîëó÷èëè â ïåðâîé ñòðîêå äâà íóëÿ. Ðàçëîæèì ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ïî
ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè.∣∣∣∣∣∣

1 0 0
3 1 11
9 −12 24

∣∣∣∣∣∣ = 1 · A11 + 0 · A12 + 0 · A13 = A11 = (−1)1+1M11 =

= (−1)2
∣∣∣∣ 1 11
−12 24

∣∣∣∣ = 1 · 24− 11 · (−12) = 24 + 132 = 156.

â 2) Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî âûáðàòü äëÿ ¾íàêîïëåíèÿ íóëåé¿ âòîðîé, ÷åò-
âåðòûé ñòîëáöû èëè ïåðâóþ, òðåòüþ ñòðîêè (ò. ê. â íèõ åñòü íóëè).

Îáíóëèì âî âòîðîì ñòîëáöå ýëåìåíòû a22 = 6 è a42 = 3. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà
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ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå ïåðâóþ ñòðîêó óìíîæåííóþ íà (−6):

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 0
−2 6 3 5
1 0 4 1
3 3 6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
·(−6)
�

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 0

−2 + (−12) 6 + (−6) 3 + 6 5 + 0
1 0 4 1
3 3 6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 0
−14 0 9 5

1 0 4 1
3 3 6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Òåïåðü îáíóëèì ýëåìåíò a42 = 3, ïðèáàâèâ ê ÷åòâåðòîé ñòðîêå ïåðâóþ ñòðîêó
óìíîæåííóþ íà (−3):

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 0
−14 0 9 5

1 0 4 1
3 3 6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
·(−3)

�

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 0
−14 0 9 5

1 0 4 1
3 + (−6) 3 + (−3) 6 + 3 −1 + 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 0
−14 0 9 5

1 0 4 1
−3 0 9 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Ðàçëîæèì ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ïî âòîðîìó ñòîëáöó

∆ = 1 · A12 + 0 · A22 + 0 · A32 + 0 · A42 = (−1)1+2 ·M12 = −

∣∣∣∣∣∣
−14 9 5

1 4 1
−3 9 −1

∣∣∣∣∣∣ =

= − [(−14) · 4 · (−1) + 1 · 9 · 5 + 9 · 1 · (−3)− 5 · 4 · (−3)− 9 · 1 · (−14)−
−9 · 1 · (−1)] = − (56 + 45− 27 + 60 + 126 + 9) = −269.

â 3) Âûáåðåì äëÿ ¾íàêîïëåíèÿ íóëåé¿ ÷åòâåðòûé ñòîëáåö. Îáíóëèì â ýòîì
ñòîëáöå ýëåìåíòû a24 = 5 è a34 = 3. Äëÿ ýòîãî ïðèáàâèì ê òðåòüåé ñòðîêå
÷åòâåðòóþ ñòðîêó óìíîæåííóþ íà (−3

2).
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∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 −3 0
−3 4 3 5
1 2 2 3
−3 3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ �·(−3
2)

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 −3 0
−3 4 3 5

1 + (−3)
(
−3

2

)
2 + 3

(
−3

2

)
2 + 5

(
−3

2

)
3 + 2

(
−3

2

)
−3 3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 −3 0
−3 4 3 5
11
2 −5

2 −
11
2 0

−3 3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Òåïåðü, ÷òîáû îáíóëèòü ýëåìåíò a24 = 5, ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå ÷åòâåð-
òóþ ñòðîêó óìíîæåííóþ íà (−5

2):

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 −3 0
−3 4 3 5
11
2 −5

2 −
11
2 0

−3 3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
�

·(−5
2)

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 2 −3 0

−3 + (−3)
(
−5

2

)
4 + 3

(
−5

2

)
3 + 5

(
−5

2

)
5 + 2

(
−5

2

)
11
2 −5

2 −11
2 0

−3 3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 2 −3 0
9
2 −7

2 −
19
2 0

11
2 −5

2 −
11
2 0

−3 3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðàçëîæèì ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ïî ÷åòâåðòîìó ñòîëáöó

∆ = 0 · A14 + 0 · A24 + 0 · A34 + 2 · A44 = 2 · A44 = 2 · (−1)4+4 ·M44.
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∆ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 −3
9
2 −7

2 −
19
2

11
2 −5

2 −
11
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

[
77 +

135

4
− 209

2
−
(

231

4
+ 95− 99

2

)]
=

= 2

(
−316

4

)
= −158.

- Ïðèìåð 10. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïðåäåëè-
òåëåé

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 0 9
11 3 5 6
23 7 0 4
1 −2 0 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣ 28 −14
−7 4

∣∣∣∣ .
Ðåøåíèå: â 1) Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ è ÷åòâåðòàÿ ñòðîêè â îïðåäåëè-

òåëå îäèíàêîâûå, ïîýòîìó ïî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëåé îí ðàâåí íóëþ.

â 2) Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà îïðåäåëèòåëÿ äåëèòñÿ íà 7, ïîýòîìó ìíî-
æèòåëü 7 ìîæíî âûíåñòè èç ïåðâîé ñòðîêè çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ, ïîëó÷èì:∣∣∣∣ 28 −14
−7 4

∣∣∣∣ = 7 ·
∣∣∣∣ 4 −2
−7 4

∣∣∣∣ = 7 · (4 · 4− (−2) · (−7)) = 7 · (16− 14) = 14.

� 3. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

1. Ïîíÿòèå îáðàòíîé ìàòðèöû.
2. Ïîíÿòèÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû, ïðèñîåäèííåííîé ìàòðèöû.
3. Ïîíÿòèÿ ìèíîðà è àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû.
4. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû.

Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ

- Ïðèìåð 11. Íàéòè ìàòðèöû îáðàòíûå ê äàííûì:

1) A =

(
1 −2
2 −3

)
;

2) B =

 1 2 2
3 2 −1
−2 1 4

;
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3) C =

 3 0 1
2 −2 1
−6 0 −2

.
Ðåøåíèå: â 1) Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåííîé,

äëÿ ýòîãî íàéäåì åå îïðåäåëèòåëü:

detA = |A| =
∣∣∣∣ 1 −2

2 −3

∣∣∣∣ = 1 · (−3)− (−2) · 2 = 1 6= 0,

� ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, ò.å. îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 ñóùåñòâóåò è ïðè
òîì åäèíñòâåííàÿ. Íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó ïî ôîðìóëå:

A−1 =
1

detA
A∗ =

1

detA

(
A11 A21

A12 A22

)
.

Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû A:

A11 = (−1)1+1 · (−3) = −3; A21 = (−1)2+1 · (−2) = 2;
A12 = (−1)1+2 · 2 = −2; A22 = (−1)2+2 · 1 = 1.

Ñîñòàâëÿåì èç íàéäåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ïðèñîåäèíåííóþ ìàò-
ðèöó:

A∗ =

(
−3 2
−2 1

)
,

òîãäà

A−1 =
1

detA
A∗ =

1

1

(
−3 2
−2 1

)
=

(
−3 2
−2 1

)
.

Ñäåëàåì ïðîâåðêó.
Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîé ìàòðèöû A · A−1 = A−1 · A = E;

A · A−1 =

(
1 −2
2 −3

)(
−3 2
−2 1

)
=

=

(
1 · (−3) + (−2) · (−2) 1 · 2 + (−2) · 1
2 · (−3) + (−3) · (−2) 2 · 2 + (−3) · 1

)
=

=

(
1 0
0 1

)
= E,

ò.å. îáðàòíàÿ ìàòðèöà íàéäåíà âåðíî.

â 2) Íàéäåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû B, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ñàððóñà

detB = |B| =
1 2 2

3 2 −1

−2 1 4

1 2

3 2

−2 1

Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

�
�
�

�
�
��=

�
�

�
�

�
��=

�
�

�
�
�

��=

= 1 · 2 · 4 + 2(−1)(−2) + 2 · 3 · 1−

−2 · 2(−2)− 1(−1)1− 2 · 3 · 4 = 8 + 4 + 6− (−8)− (−1)− 24 = 3 6= 0,
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ñëåäîâàòåëüíî îáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ B ñóùåñòâóåò.
Íàéäåì åå ïî ôîðìóëå:

B−1 =
1

detB
B∗ =

1

detB

 A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 .

Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ:

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ 2 −1
1 4

∣∣∣∣ = 9; A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣ 2 2
2 −1

∣∣∣∣ = −6;

A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣ 3 −1
−2 4

∣∣∣∣ = −10; A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 1 2
3 −1

∣∣∣∣ = 7;

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣ 3 2
−2 1

∣∣∣∣ = 7; A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 1 2
3 2

∣∣∣∣ = −4.

A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣ 2 2
1 4

∣∣∣∣ = −6;

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣ 1 2
−2 4

∣∣∣∣ = 8;

A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣ 1 2
−2 1

∣∣∣∣ = −5;

Ñîñòàâëÿåì ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó: B∗ =

 9 −6 −6
−10 8 7

7 −5 −4

 ;

B−1 =
1

detB
B∗ =

1

3

 9 −6 −6
−10 8 7

7 −5 −4

 =

 3 −2 −2
−10

3
8
3

7
3

7
3

−5
3

−4
3

 .

Òåïåðü ñäåëàåì ïðîâåðêó íàéäåííîé îáðàòíîé ìàòðèöû, íî äëÿ óäîáñòâà âû-
÷èñëåíèé âûíåñåì èç ìàòðèöû B−1 ìíîæèòåëü (1

3).

B−1 ·B =
1

3

 9 −6 −6
−10 8 7

7 −5 −4

 1 2 2
3 2 −1
−2 1 4

 =

=
1

3

 9− 18 + 12 18− 12− 6 18 + 6− 24
−10 + 24− 14 −20 + 16 + 7 −20− 8 + 24

7− 15 + 8 14− 10− 4 14 + 5− 16

 =

=
1

3

 3 0 0
0 3 0
0 0 3

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = E.
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â 3) Íàéäåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû C, ðàçëîæèâ åãî ïî âòîðîìó ñòîëáöó

detC = |C| =

∣∣∣∣∣∣
3 0 1
2 −2 1
−6 0 −2

∣∣∣∣∣∣ = 0 · A12 − 2 · A22 + 0 · A32 = −2 ·
∣∣∣∣ 3 1
−6 −2

∣∣∣∣ =

= −2 (−6 + 6) = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà C îêàçàëàñü âûðîæäåííîé, è ïîýòîìó îáðàòíîé
ìàòðèöû äëÿ íåå íå ñóùåñòâóåò.

- Ïðèìåð 12. Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

1) A ·X = B , åñëè A =

(
4 −5
−2 3

)
, B =

(
−1
3

)
.

2) X · A = B , åñëè A =

(
6 −2
5 −1

)
, B =

(
0 2
2 0

)
.

Ðåøåíèå: â 1) Ò.ê. óðàâíåíèå ìàòðè÷íîå, òî ðåøåíèåì äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ äîëæíà ñòàòü íåêîòîðàÿ ìàòðèöà X, êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâ-
íåíèå áóäåò äàâàòü âåðíîå ðàâåíñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû åå íàéòè, îáå ÷àñòè
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ óìíîæèì ñëåâà íà A−1, ìàòðèöó îáðàòíóþ ê A:

A−1 · A ·X = A−1 ·B,

ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîé ìàòðèöû A−1 · A = E, òîãäà

E ·X = A−1 ·B,

X = A−1B.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè íåèçâåñòíóþ ìàòðèöó X, íåîáõîäèìî íàéòè A−1

è óìíîæèòü åå íà ìàòðèöó B.

detA = |A| =
∣∣∣∣ 4 −5
−2 3

∣∣∣∣ = 4 · 3− (−5) · (−2) = 12− 10 = 2 6= 0,

ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, çíà÷èò A−1 ñóùåñòâóåò è ïðè òîì åäèíñòâåííàÿ.
Íàéäåì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A:

A11 = (−1)1+1 · 3 = 3; A21 = (−1)2+1 · (−5) = 5;
A12 = (−1)1+2 · (−2) = 2; A22 = (−1)2+2 · 4 = 4.

Ñîñòàâèì ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó: A∗ =

(
3 5
2 4

)
.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà: A−1 =
1

detA
A∗ =

1

2

(
3 5
2 4

)
=

(
3
2

5
2

1 2

)
.
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Îòêóäà

X = A−1B =

(
3
2

5
2

1 2

)(
−1
3

)
=

 3

2
(−1) +

5

2
· 3

1(−1) + 2 · 3

 =

(
6
5

)
.

Ñäåëàåì ïðîâåðêó íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, ïîäñòàâèâ åãî â èñõîäíîå óðàâíåíèå

AX = B,

A ·X =

(
4 −5
−2 3

)(
6
5

)
=

(
4 · 6 + (−5) · 5
−2 · 6 + 3 · 5

)
=

(
−1
3

)
= B.

Îòâåò: X =

(
6
5

)
.

â 2) Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ óìíîæèì îáå ÷àñòè ìàòðè÷íîãî óðàâ-
íåíèÿ ñïðàâà íà A−1:

X · A ·A−1 = B ·A−1,

ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîé ìàòðèöû A · A−1 = E, òîãäà

X · E = B · A−1,

òàêèì îáðàçîì
X = BA−1.

Íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ A

detA = |A| =
∣∣∣∣ 6 −2

5 −1

∣∣∣∣ = 6 · (−1)− (−2) · 5 = −6 + 10 = 4 6= 0.

ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, çíà÷èò A−1 ñóùåñòâóåò è ïðè òîì åäèíñòâåííàÿ.
Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A:

A11 = (−1)1+1 · (−1) = −1; A21 = (−1)2+1 · (−2) = 2;
A12 = (−1)1+2 · 5 = −5; A22 = (−1)2+2 · 6 = 6.

Ïðèñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà: A∗ =

(
−1 2
−5 6

)
.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà: A−1 =
1

detA
A∗ =

1

4

(
−1 2
−5 6

)
=

(
−1
4

1
2

−5
4

3
2

)
.

Îòêóäà

X = B · A−1 =

(
0 2
2 0

)( −1
4

1
2

−5
4

3
2

)
=

(
−5
2 3
−1
2 1

)
=

(
−2, 5 3
−0, 5 1

)
.
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Ñäåëàåì ïðîâåðêó íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, ïîäñòàâèâ X â èñõîäíîå óðàâíåíèå

XA = B,

X · A =

(
−2, 5 3
−0, 5 1

)(
6 −2
5 −1

)
=

(
−15 + 15 5− 3
−3 + 5 1− 1

)
=

(
0 2
2 0

)
= B.

Îòâåò: X =

(
−2, 5 3
−0, 5 1

)
.

* Òàêèå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A èìååò îáðàòíóþ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåâû-
ðîæäåííîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé èëè íå èìåòü èõ âîâñå.

� 4. Ðàíã ìàòðèöû

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

1. Îïðåäåëåíèå ðàíãà ìàòðèöû.
2. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû.
3. Ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèö.
4. Ðàíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû.

Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ

- Ïðèìåð 13. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû ìåòîäîì îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ

A =

 1 −3 5 4
2 −6 4 3
3 −9 3 2

 .

Ðåøåíèå: Ìèíîð Mk+1 ïîðÿäêà k + 1, ñîäåðæàùèé â ñåáå ìèíîð Mk

ïîðÿäêà k, íàçûâàåòñÿ îêàéìëÿþùèì ìèíîðîì Mk. Åñëè ó ìàòðèöû A ñó-
ùåñòâóåò ìèíîð Mk 6= 0, à âñå åãî îêàéìëÿþùèå ìèíîðû Mk+1 = 0 , òî
rang(A) = k.

Ïîíÿòíî, ÷òî â äàííîé ïî óñëîâèþ çàäà÷è ìàòðèöå íàéäåòñÿ ìèíîð ïåð-
âîãî ïîðÿäêà îòëè÷íûé îò íóëÿ, ýòî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ìàòðèöû A.
Ïîýòîìó ñðàçó ïåðåõîäèì ê ñîñòàâëåíèþ ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

M2 =

∣∣∣∣ 1 −3
2 −6

∣∣∣∣ = −6 + 6 = 0,
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M2 =

∣∣∣∣ −3 5
−6 4

∣∣∣∣ = −12 + 30 = 18 6= 0.

Äàëüíåéøåå âû÷èñëåíèå ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê
óæå ÿñíî, ÷òî rang(A) íå áóäåò ìåíüøå ÷åì 2. Îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü,
ñóùåñòâóþò ëè â äàííîé ìàòðèöå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà, îòëè÷íûå îò íó-
ëÿ. Äëÿ ýòîãî íå áóäåì ïåðåáèðàòü âñå âîçìîæíûå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà,
à âû÷èñëèì ëèøü òå, êîòîðûå â ñåáå ñîäåðæàò íàéäåííûé îòëè÷íûé îò íóëÿ
ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà (îêàéìëÿþùèå åãî ìèíîðû).

M3 =

∣∣∣∣∣∣
1 −3 5
2 −6 4
3 −9 3

∣∣∣∣∣∣ = −3

∣∣∣∣∣∣
1 1 5
2 2 4
3 3 3

∣∣∣∣∣∣ =

/
1 ñò. è 2 ñò.
îäèíàêîâûå

/
= 0,

è

M3 =

∣∣∣∣∣∣
−3 5 4
−6 4 3
−9 3 2

∣∣∣∣∣∣ = −3

∣∣∣∣ 4 3
3 2

∣∣∣∣− 5

∣∣∣∣ −6 3
−9 2

∣∣∣∣+ 4

∣∣∣∣ −6 4
−9 3

∣∣∣∣ =

= −3(8− 9)− 5(−12 + 27) + 4(−18 + 36) = 0.

Ïîýòîìó rang(A) = 2, à óêàçàííûé ìèíîð M2 =

∣∣∣∣ −3 5
−6 4

∣∣∣∣ 6= 0 ìîæåò áûòü

ïðèíÿò çà áàçèñíûé.

Îòâåò: rang(A) = 2.

- Ïðèìåð 14. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû ìåòîäîì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé

1) A =

 −8 1 −7 −5 −5
−2 1 −3 −1 −1
1 1 −1 1 1

 ; 2) B =


1 0 1 −1
2 1 3 −2
−3 −1 −4 3
4 −1 3 −4
1 1 1 −3

 .

Ðåøåíèå: â 1) Ðàíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ðàâåí êîëè÷åñòâó íåíóëå-
âûõ ñòðîê. Ïðèâåäåì ìàòðèöó A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàð-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ïîìåíÿåì ìåñòàìè ïåðâóþ è
òðåòüþ ñòðîêè

A =

 −8 1 −7 −5 −5
−2 1 −3 −1 −1
1 1 −1 1 1

�
�

�
�∼
 1 1 −1 1 1
−2 1 −3 −1 −1
−8 1 −7 −5 −5

 .
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Îáíóëèì ýëåìåíòû ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ

A ∼

 1 1 −1 1 1
−2 1 −3 −1 −1
−8 1 −7 −5 −5

 ·(2)
� ∼

 1 1 −1 1 1
0 3 −5 1 1
−8 1 −7 −5 −5

 ·(8)

�

∼

∼

 1 1 −1 1 1
0 3 −5 1 1
0 9 −15 3 3

 ·(−3)
�

∼

 1 1 −1 1 1
0 3 −5 1 1
0 0 0 0 0

 .

Â èòîãîâîé ìàòðèöå äâå íåíóëåâûå ñòðîêè, ýòî çíà÷èò, ÷òî rang(A) = 2.
Â êà÷åñòâå áàçèñíîãî ìèíîðà (ìèíîðà íàèáîëüøåãî ïîðÿäêà, îòëè÷íîãî îò

íóëÿ) ìîæíî âûáðàòü M2 =

∣∣∣∣ 1 1
0 3

∣∣∣∣ = 1 · 3 = 3 6= 0.

Îòâåò: rang(A) = 2.

â 2) Òàê êàê êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ â ìàòðèöå B ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî
ñòðîê, ÷òîáû ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ, òðàíñïîíèðóåì ìàòðèöó B

B ∼ BT =


1 0 1 −1
2 1 3 −2
−3 −1 −4 3
4 −1 3 −4
1 1 1 −3


T

=


1 2 −3 4 1
0 1 −1 −1 1
1 3 −4 3 1
−1 −2 3 −4 −3

 .

Òåïåðü ìåòîäîì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåäåì ìàòðèöó B ê ñòó-
ïåí÷àòîìó âèäó

B ∼


1 2 −3 4 1
0 1 −1 −1 1
1 3 −4 3 1
−1 −2 3 −4 −3


·(−1)

�
∼


1 2 −3 4 1
0 1 −1 −1 1
0 1 −1 −1 0
−1 −2 3 −4 −3


·(1)

�

∼

∼


1 2 −3 4 1
0 1 −1 −1 1
0 1 −1 −1 0
0 0 0 0 0

 ·(−1)
�

∼


1 2 −3 4 1
0 1 −1 −1 1
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0

 .

Ïî êîëè÷åñòâó íåíóëåâûõ ñòðîê â èòîãîâîé ìàòðèöå ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî rang(B) = 3.
Â êà÷åñòâå áàçèñíîãî ìèíîðà ìîæíî âûáðàòü

M3 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
0 1 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1 · 1 · (−1) = −1 6= 0.
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Îòâåò: rang(B) = 3.

� 5. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

1. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
2. Ãëàâíàÿ (îñíîâíàÿ) ìàòðèöà ñèñòåìû.
3. Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû.
4. Ïîíÿòèå ñîâìåñòíîé ñèñòåìû.
5. Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè.
6. Ôîðìóëû Êðàìåðà.
7. Ìàòðè÷íûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåì.
8. Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
9. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé.

Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ

- Ïðèìåð 15. Ðåøèòü ñèñòåìó ìåòîäîì Êðàìåðà
x1 + 2x2 − x3 = 7,
2x1 + x3 = −5,
x1 + x2 + x3 = −4

Ðåøåíèå: Äëÿ íà÷àëà, âûïèøåì ãëàâíóþ (èëè îñíîâíóþ) ìàòðèöó ñè-
ñòåìû, ñîñòàâëåííóþ èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ:

A =

 1 2 −1
2 0 1
1 1 1

 ,

âî âòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû ýëåìåíò a22 = 0, òàê êàê âî âòîðîì óðàâíåíèè
ñèñòåìû x2 îòñóòñòâóåò.
Âû÷èñëèì îñíîâíîé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ∆ ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà:

∆ = detA =

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
2 0 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ =

d d dd d dd d d@
@
@

@@�
�
�

���@@

�
�
�

��� −
d d dd d dd d d�
�
��� A
A
A

HHH��

A
A
A

HHH = 0− 2 + 2− 0− 1− 4 = −5.

∆ 6= 0⇒ ñèñòåìà ñîâìåñòíà è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Òåïåðü âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ∆x1. Äëÿ ýòîãî â îñíîâíîì îïðåäåëèòåëå ∆
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çàìåíèì ïåðâûé ñòîëáåö íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (ýëåìåíòû, ñòîÿùèå
ïîñëå çíàêà ¾ðàâíî¿ â ñèñòåìå).

∆x1 =

∣∣∣∣∣∣
7 2 −1
−5 0 1
−4 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 5− 8− (0 + 7− 10) = −3 + 3 = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ∆x2 â îñíîâíîì îïðåäåëèòåëå ∆ çàìåíèì âòîðîé ñòîëáåö íà
ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

∆x2 =

∣∣∣∣∣∣
1 7 −1
2 −5 1
1 −4 1

∣∣∣∣∣∣ = −5 + 8 + 7− (5− 4 + 14) = 10− 15 = −5.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ∆x3 â îñíîâíîì îïðåäåëèòåëå ∆ çàìåíèì òðåòèé ñòîëáåö íà
ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

∆x3 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 7
2 0 −5
1 1 −4

∣∣∣∣∣∣ == 0 + 14− 10− (0− 5− 16) = 4 + 21 = 25.

Ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà íàõîäèì íåèçâåñòíûå

x1 =
∆x1

∆
, x2 =

∆x2

∆
, x3 =

∆x3

∆
.

x1 =
0

−5
= 0, x2 =

−5

−5
= 1, x3 =

25

−5
= −5.

Ñäåëàåì ïðîâåðêó íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ x1, x2, x3 â ñè-
ñòåìó 

0 + 2 · 1− (−5) = 7, 7 = 7, âåðíî
2 · 7− 5 = −5, −5 = −5, âåðíî

0 + 1− 5 = −4, −4 = −4, âåðíî

Îòâåò: (0; 1;−5).

- Ïðèìåð 16. Ðåøèòü ñèñòåìó ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû (ìàòðè÷-
íûì ìåòîäîì) 

x1 + 2x2 + 2x3 = −1,
3x1 + 2x2 − x3 = −13,
−2x1 + x2 + 4x3 = 10

Ðåøåíèå: Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

A ·X = B,
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ãäå

A =

 1 2 2
3 2 −1
−2 1 4

 ; X =

 x1

x2

x3

 ; B =

 −1
−13
10

 .

ãëàâíàÿ ìàòðèöà
ñèñòåìû

ñòîëáåö
íåèçâåñòíûõ

ñòîëáåö
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ

Ðåøåíèåì òàêîãî óðàâíåíèÿ áóäåò

X = A−1B

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò ( detA = 3 6= 0) è ðàâíà

A−1 =
1

3

 9 −6 −6
−10 8 7

7 −5 −4


(ñì. ïðèìåð 11. ñòð.15 ). Íàõîäèì

X =
1

3

 9 −6 −6
−10 8 7

7 −5 −4

 −1
−13
10

 =
1

3

 9 · (−1)− 6(−13)− 6 · 10
−10 · (−1) + 8(−13) + 7 · 10

7 · (−1)− 5(−13)− 4 · 10

 =

=
1

3

 9
−24

18

 =

 3
−8

6

 .

Òî åñòü
x1 = 3; x2 = −8; x3 = 6.

Ñäåëàåì ïðîâåðêó íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ x1, x2, x3 â ñè-
ñòåìó 

3 + 2(−8) + 2 · 6 = −1, −1 = −1, âåðíî
3 · 3 + 2(−8)− 1 · 6 = −13, −13 = −13, âåðíî
−2 · 3− 8 + 4 · 6 = 10, 10 = 10, âåðíî

Îòâåò: (3;−8; 6).

* Äîñòîèíñòâîì ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì Êðàìåðà è
ìàòðè÷íîãî ÿâëÿåòñÿ èõ ïðîñòîòà, îäíàêî, âû÷èñëåíèÿ çíà÷èòåëüíî
óñëîæíÿþòñÿ, êîãäà óðàâíåíèé â ñèñòåìå áîëüøå òðåõ. Òàêæå íóæíî
îòìåòèòü íåäîñòàòîê äàííûõ ìåòîäîâ: ìåòîä Êðàìåðà è ìàòðè÷íûé
ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ìîæíî ïðèìåíÿòü òîëüêî äëÿ òàêèõ ñèñòåì,
îñíîâíîé îïðåäåëèòåëü êîòîðûõ ∆ îòëè÷åí îò íóëÿ.
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- Ïðèìåð 17. Íàéòè ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ìåòîäîì
Ãàóññà

1)


2x1 + 4x2 − 3x3 = 2,
x1 + 5x2 − x3 = 3,
3x1 − x2 − 2x3 = −9

2)


2x1 − 3x2 + x3 = 2,
3x1 + x2 − 3x3 = 1,
5x1 − 2x2 − 2x3 = 4

3)


3x1 + x2 − x3 = −1,
2x1 − x2 + x3 = 5,
x1 + 2x2 − 2x3 = −6

Ðåøåíèå: â 1) Ñóòü ìåòîäà Ãàóññà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì
èñêëþ÷åíèè íåèçâåñòíûõ èç óðàâíåíèé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ñèñòåìó
â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå, âûïèñàâ â òàê íàçûâàåìóþ ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó
ñèñòåìû êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ è ñâîáîäíûå ÷ëåíû.

Ã =

x1 x2 x3 2 4 −3 2
1 5 −1 3
3 −1 −2 −9

 .

Êàæäîé ñòðîêå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå ñèñòåìû. Òå-
ïåðü íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó
âèäó, è òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷èòü èç âòîðîãî è òðåòüåãî
óðàâíåíèé íåèçâåñòíûå x1 è x1, x2 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé
ïîìåíÿåì â ñèñòåìå ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ ìåñòàìè

x1 x2 x3 2 4 −3 2
1 5 −1 3
3 −1 −2 −9

���� ∼
x1 x2 x3 1 5 −1 3
2 4 −3 2
3 −1 −2 −9

 .

Òåïåðü îáíóëèì ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ, äëÿ ýòî-
ãî ïðèáàâèì êî âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæåííîå
íà (−2), à ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ ïðèáàâèì ïåðâîå óìíîæåííîå íà (−3)

x1 x2 x3 1 5 −1 3
2 4 −3 2
3 −1 −2 −9

 ·(−2)·(−3)
�

�

∼

x1 x2 x3 1 5 −1 3
0 −6 −1 −4
0 −16 1 −18

 .

Òåïåðü îáíóëèì â òðåòüåé ñòðîêå ýëåìåíò (−16), òàêèì îáðàçîì èç òðåòüåãî
óðàâíåíèÿ èñêëþ÷èì íåèçâåñòíûé x2. Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì âòîðóþ è òðå-
òüþ ñòðîêè äî íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî ÷èñåë (6) è (-16), è ïðèáàâèì ê
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òðåòüåé ñòðîêå âòîðóþ (èçìåíèòñÿ òîëüêî òðåòüÿ ñòðîêà)

x1 x2 x3 1 5 −1 3
0 −6 −1 −4
0 −16 1 −18

 ·(−8)
·(3) �

∼

x1 x2 x3 1 5 −1 3
0 −6 −1 −4
0 0 11 −22

 .

Îòìåòèì, ÷òî ðàíã ãëàâíîé (áåç ñòîëáöà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ) ìàòðèöû ñèñòå-
ìû, ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû è êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå
ðàâíû ìåæäó ñîáîé (rang(A) = rang(Ã) = n = 3). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
ñîâìåñòíà è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Òåïåðü âûïèøåì ïîëó÷åííóþ ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìó óðàâíåíèé

x1 + 5x2 − x3 = 3,
−6x2 − x3 = −4,

11x3 = −22

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì x3 = −2.
Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííîå çíà÷åíèå x3 âî âòîðîå óðàâíåíèå

−6x2 − (−2) = −4,

x2 = 1,

àíàëîãè÷íî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

x1 + 5 · 1− (−2) = 3,

x1 = −4.

Ñäåëàåì ïðîâåðêó íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ x1, x2, x3

â èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
2(−4) + 4 · 1− 3(−2) = 2, 2 = 2, âåðíî
−4 + 5 · 1− (−2) = 3, 3 = 3, âåðíî

3(−4)− 1− 2(−2) = −9, −9 = −9, âåðíî

Îòâåò: (−4; 1;−2).

â 2) Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

Ã =

x1 x2 x3 2 −3 1 2
3 1 −3 1
5 −2 −2 4

 .
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Ïðèâåäåì ìàòðèöó Ã ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, ïîñòåïåííî îáíóëÿÿ ýëåìåíòû ïîä
ãëàâíîé äèàãîíàëüþ â ïåðâîì è âî âòîðîì ñòîëáöàõ

Ã =

x1 x2 x3 2 −3 1 2
3 1 −3 1
5 −2 −2 4

 ·(−3)
·(2) �

∼

x1 x2 x3 2 −3 1 2
0 11 −9 −4
5 −2 −2 4

 ·(−5)

·(2) �

∼

∼

x1 x2 x3 2 −3 1 2
0 11 −9 −4
0 11 −9 −6

 ·(−1)
�

∼

x1 x2 x3 2 −3 1 2
0 11 −9 −4
0 0 0 −2

 .

Ïîëó÷èëè rang(A) = 2, rang(Ã) = 3, îòêóäà rang(A) 6= rang(Ã), ò.å. èñõîä-
íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íåñîâìåñòíà.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïèñàòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

2x1 − 3x2 + x3 = 2,
11x2 − 9x3 = −4,
0 · x3 = −2

âèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ.

Îòâåò: ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

â 3) Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

Ã =

x1 x2 x3 3 1 − 1 −1
2 − 1 1 5
1 2 − 2 −6

 .

Ïîìåíÿåì â ñèñòåìå ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèå ìåñòàìè, òåì ñàìûì â ðàñøè-
ðåííîé ìàòðèöå ñèñòåìû ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ïåðâàÿ è òðåòüÿ ñòðîêè

Ã =

x1 x2 x3 3 1 − 1 −1
2 − 1 1 5
1 2 − 2 −6

�
�

�
�
∼

x1 x2 x3 1 2 − 2 −6
2 − 1 1 5
3 1 − 1 −1


Òåïåðü ïðèâåäåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, îáíó-
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ëèâ ýëåìåíòû ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ

Ã =

x1 x2 x3 1 2 − 2 −6
2 − 1 1 5
3 1 − 1 −1

 ·(−2)
�

∼

x1 x2 x3 1 2 − 2 −6
0 − 5 5 17
3 1 − 1 −1

 ·(−3)

�

∼

∼

x1 x2 x3 1 2 − 2 −6
0 − 5 5 17
0 − 5 5 17

 ·(−1)
�

∼

x1 x2 x3 1 2 − 2 −6
0 − 5 5 17
0 0 0 0

 .

Èç ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû âèäíî, ÷òî rang(A) = 2 è rang(Ã) = 2
ðàâíû ìåæäó ñîáîé, îäíàêî ìåíüøå êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå n = 3.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ñîâìåñòíà, íî îíà áóäåò èìåòü íå åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, à áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Îñòàâëÿåì â ëåâîé ÷àñòè óðàíåíèé ñèñòåìû ïåðåìåííûå x1, x2, êîòîðûå
áåðåì çà áàçèñíûå, ò.ê îïðåäåëèòåëü èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íèõ (áàçèñíûé

ìèíîð) îòëè÷åí îò íóëÿ, ò.å

∣∣∣∣ 1 2
0 − 5

∣∣∣∣ 6= 0. Ïåðåìåííóþ x3, êîòîðóþ áåðåì

â êà÷åñòâå ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, ïåðåíîñèì â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó{

x1 + 2x2 = −6 + 2x3,
−5x2 = 17− 5x3,

îòêóäà

x2 = −17

5
+ x3,

x1 = −6 + 2x3 − 2

(
−17

5
+ x3

)
=

4

5
.

Çàäàâàÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ x3 = a, íàéäåì áåñêî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû

(
4

5
; −17

5
+ a; a

)
. Íàïðèìåð, ïðè a = 0

ðåøåíèåì ñèñòåìû áóäåò

(
4

5
; −17

5
; 0

)
, ïðè a = 3 ðåøåíèå

(
4

5
; −2

5
; 3

)
è ò.ä.

Îòâåò:

(
4

5
; −17

5
+ a; a

)
, ãäå a� ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
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- Ïðèìåð 18. Èññëåäîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè
ðåøèòü åå 

x1 + x2 − 3x3 + 2x4 = 1,
2x1 + x3 − x4 = 2,
4x1 + 2x2 − 5x3 + 3x4 = 4,
7x1 + 3x2 − 7x3 + 4x4 = 7

Ðåøåíèå: Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

Ã =

x1 x2 x3 x4
1 1 −3 2 1
2 0 1 −1 2
4 2 −5 3 4
7 3 −7 4 7


Ïðèâåäåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, îáíóëèâ ýëå-
ìåíòû ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ

Ã =

x1 x2 x3 x4
1 1 −3 2 1
2 0 1 −1 2
4 2 −5 3 4
7 3 −7 4 7


·(−2)
� ∼

x1 x2 x3 x4
1 1 −3 2 1
0 −2 7 −5 0
4 2 −5 3 4
7 3 −7 4 7


·(−4)

�

∼

∼

x1 x2 x3 x4
1 1 −3 2 1
0 −2 7 −5 0
0 −2 7 −5 0
7 3 −7 4 7


·(−7)

�

∼

x1 x2 x3 x4
1 1 −3 2 1
0 −2 7 −5 0
0 −2 7 −5 0
0 −4 14 −10 0

 ·(−1)
�

∼

∼

x1 x2 x3 x4
1 1 −3 2 1
0 −2 7 −5 0
0 0 0 0 0
0 −4 14 −10 0

 ·(−2)

�

∼

x1 x2 x3 x4
1 1 −3 2 1
0 −2 7 −5 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Èç ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû âèäíî, ÷òî rang(A) = 2 è rang(Ã) = 2
ðàâíû ìåæäó ñîáîé, íî ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå n = 4. Ñèñòåìà
ñîâìåñòíà, íî èìååò íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, à áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Îñòàâëÿåì â ëåâîé ÷àñòè óðàíåíèé ñèñòåìû ïåðåìåííûå x1, x2, êîòîðûå
áåðåì çà áàçèñíûå, ò.ê îïðåäåëèòåëü èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íèõ (áàçèñíûé

ìèíîð) îòëè÷åí îò íóëÿ, ò.å

∣∣∣∣ 1 1
0 − 2

∣∣∣∣ 6= 0. Ïåðåìåííûå x3, x4, êîòîðûå áåðåì
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â êà÷åñòâå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, ïåðåíîñèì â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó{

x1 + x2 = 1 + 3x3 − 2x4,
−2x2 = −7x3 + 5x4

îòêóäà

x2 =
7

2
x3 −

5

2
x4,

x1 = 1 + 3x3 − 2x4 −
(

7

2
x3 −

5

2
x4

)
= 1− 1

2
x3 +

1

2
x4.

Çàäàâàÿ ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ x3 = a, x4 = b, íàé-

äåì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû

(
1− a

2
+
b

2
;

7a

2
− 5b

2
; a; b

)
.

Ïðèìåðîì ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìîæåò ñëóæèòü ðåøåíèå (0; 7; 2; 0) ïðè
a = 2, b = 0.

Îòâåò:

(
1− a

2
+
b

2
;

7a

2
− 5b

2
; a; b

)
, ãäå a, b� ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

� 6. Ýëåìåíòû âåêòîðíîé àëãåáðû

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

1. Îïðåäåëåíèå âåêòîðà, íóëåâîé âåêòîð, åäèíè÷íûé âåêòîð. Ñïîñîáû çà-
äàíèÿ âåêòîðîâ, îáîçíà÷åíèÿ.

2. Ïîíÿòèÿ êîëëèíåàðíûõ, êîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ.
3. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè.
4. Îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è åãî ñâîéñòâà.
5. Ïðèëîæåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ.
6. Îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è åãî ñâîéñòâà.
7. Ïðèëîæåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ.
8. Îïðåäåëåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è åãî ñâîéñòâà.
9. Ïðèëîæåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ.
10. Áàçèñ. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó.

Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ

- Ïðèìåð 19. Äàíû òðè âåêòîðà a = −i + 2j, b = 4i − 2j + 2k è
c = i+ 6j − 3k.

Âû÷èñëèòü:

31



à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2a, (−3b+ c);
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 4b, c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3a, b, 2c;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, b;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà −2a, 4b, 7c.

Ðåøåíèå: Âûïèøåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ:

a = (−1; 2; 0) , b = (4;−2; 2) , c = (1; 6;−3) .

â à) Âû÷èñëèì ñíà÷àëà âåêòîð d = −3b+ c.
Ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî êàæäàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà óìíîæàåòñÿ
íà ýòî ÷èñëî

−3b = −3 (4;−2; 2) = (−12; 6;−6) .

Ïðè ñëîæåíèè (âû÷èòàíèè) âåêòîðîâ ñêëàäûâàþòñÿ (âû÷èòàþòñÿ) ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

d = (−12; 6;−6) + (1; 6;−3) = (−11; 12;−9) .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 2a, d âîñïîëüçóåìñÿ ñî-
÷åòàòåëüíûì ñâîéñòâîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ïî îòíîøåíèþ ê
ñêàëÿðíîìó (÷èñëîâîìó) ìíîæèòåëþ:

(λa) · d = λ
(
a · d

)
,

òîãäà 2a · d = 2
(
a · d

)
.

Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå a · d ïî ôîðìóëå:

a · d = xaxd + yayd + zazd,

ò.å.
a · d = (−1) · (−11) + 2 · 12 + 0 · −9 = 11 + 24 + 0 = 35,

îòêóäà
2a · (−3b+ c) = 2(a · d) = 2 · 35 = 70.

Â ðåçóëüòàòå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 2a · (−3b+ c) ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî.

â á) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 4b, c âîñïîëüçóåìñÿ
ñî÷åòàòåëüíûì ñâîéñòâîì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ïî îòíîøåíèþ
ê ñêàëÿðíîìó (÷èñëîâîìó) ìíîæèòåëþ:

(λa)× b = a×
(
λb
)

= λ ·
(
a× b

)
,
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òîãäà 4b× 2c = 4 · 2
(
b× c

)
= 8

(
b× c

)
.

Âû÷èñëèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå b× c ïî ôîðìóëå:

b× c =

∣∣∣∣∣∣
i j k
xb yb zb

xc yc zc

∣∣∣∣∣∣ ,
b×c =

∣∣∣∣∣∣
i j k
4 −2 2
1 6 −3

∣∣∣∣∣∣ = i

∣∣∣∣ −2 2
6 −3

∣∣∣∣−j ∣∣∣∣ 4 2
1 −3

∣∣∣∣+k ∣∣∣∣ 4 −2
1 6

∣∣∣∣ = −6i+14j+26k,

îòêóäà

4b× 2c = 8
(
b× c

)
= 8 ·

(
−6i+ 14j + 26k

)
= −48i+ 112j + 208k.

Â ðåçóëüòàòå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 4b × 2c ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð ñ êîîðäè-
íàòàìè (−48; 112; 208).

â â) Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 3a, b, 2c âîñïîëü-
çóåìñÿ ñî÷åòàòåëüíûì ñâîéñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó (÷èñëîâîìó)
ìíîæèòåëþ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèé (ñì. ïóíêòû à) è á)):

3a b 2c = 3 · 2 ·
(
a b c

)
= 6

(
a b c

)
.

Âû÷èñëèì ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå
(
a b c

)
ïî ôîðìóëå:

a b c =

∣∣∣∣∣∣
xa ya za

xb yb zb

xc yc zc

∣∣∣∣∣∣ .
a b c =

∣∣∣∣∣∣
−1 2 0
4 −2 2
1 6 −3

∣∣∣∣∣∣ = −6 + 4 + 0− (0− 12− 24) = 34,

îòêóäà
3a b 2c = 6

(
a b c

)
= 6 · 34 = 204.

Â ðåçóëüòàòå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ 3a b 2c ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî.

â ã) Åñëè äâà âåêòîðà ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî

a · b = 0.

Åñëè äâà âåêòîðà êîëëèíåàðíû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòî-
ðîâ ïðîïîðöèîíàëüíû, ò.å.

x1

x2
=
y1

y2
=
z1

z2
.
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Íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b

a · b = (−1) · 4 + 2(−2) + 0 · 2 = −8 6= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû a è b íå ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ïðîâåðèì êîëëèíåàðíîñòü:

−1

4
=

2

−2
=

0

2
,

−1

4
6= −1 6= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû a è b íå êîëëèíåàðíû.

â ä) Åñëè òðè âåêòîðà êîìïëàíàðíû (ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè èëè ïàðàë-
ëåëüíû åé), òî

a b c = 0.

Ïî ñâîéñòâó:

−2a 4b 7c = (−2) · 4 · 7 ·
(
a b c

)
= −56

(
a b c

)
.

Èç ïóíêòà (â)
abc = 34 6= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû íå ÿâëÿþòñÿ êîìïëàíàðíûìè.

- Ïðèìåð 20. Ïðîâåðèòü, áóäóò ëè êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû
âåêòîðû a, b, åñëè:

1) a = −i+ 2j, 2) a = i+ 3j − k,
b = 4i+ 2j + k; b = 4i+ 12j − 4k.

Ðåøåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî åñëè

a · b = 0 � âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû,

x1

x2
=
y1

y2
=
z1

z2
� âåêòîðû êîëëèíåàðíû.

Ïðîâåðèì ýòè óñëîâèÿ äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ.

â 1) a = (−1; 2; 0) , b = (4; 2; 1) .

a · b = (−1) · 4 + 2 · 2 + 0 · 1 = −4 + 4 = 0,

ñëåäîâàòåëüíî âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû.
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â 2) a = (1; 3;−1) , b = (4; 12;−4) .

a · b = 1 · 4 + 3 · 12 + (−1) · (−4) = 4 + 36 + 4 = 44 6= 0,

âåêòîðû íå ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ïðîâåðèì óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè:

1

4
=

3

12
=
−1

−4
,

1

4
=

1

4
=

1

4
,

ñëåäîâàòåëüíî âåêòîðû êîëëèíåàðíû.

- Ïðèìåð 21. Ïðîâåðèòü, ëåæàò ëè òî÷êè A(−4,−2,−3), B(2, 5, 7),
C(6, 3,−1), D(−2,−2,−7) â îäíîé ïëîñêîñòè.

Ðåøåíèå: Åñëè ÷åòûðå òî÷êè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, òî è âåêòîðû,
ïîñòðîåííûå íà ýòèõ òî÷êàõ, ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ò.å. ÿâëÿþòñÿ êîìïëà-
íàðíûìè.
Íàéäåì òðè âåêòîðà

−→
AB,
−→
AC è

−−→
AD:

−→
AB = (xB − xA; yB − yA; zB − zA), ò.å.
−→
AB = (2− (−4); 5− (−2); 7− (−3));

−→
AB = (6; 7; 10)

−→
AC = (xC − xA; yC − yA; zC − zA);

−→
AC = (10; 5; 2)

−−→
AD = (xD − xA; yD − yA; zD − zA);

−−→
AD = (2; 0;−4)

a b c = 0 � óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè òðåõ âåêòîðîâ.

Íàéäåì ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ âåêòîðîâ
−→
AB,
−→
AC è

−−→
AD

−→
AB
−→
AC
−−→
AD =

∣∣∣∣∣∣
6 7 10
10 5 2
4 −2 −8

∣∣∣∣∣∣ = −240− 200 + 56− (200− 24− 560) = 0,

ò.å. âåêòîðû
−→
AB,
−→
AC è

−−→
AD êîìïëàíàðíû, ñëåäîâàòåëüíî òî÷êè A, B, C, D

ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

- Ïðèìåð 22. Äàíû ÷åòûðå òî÷êèA(−4,−2,−3), B(2, 5, 7), C(6, 3,−1),
D(6,−4, 1) � âåðøèíû ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABC);
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â) ïëîùàäü ãðàíè (DBC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå: Ñäåëàåì ñõåìàòè÷íî ÷åðòåæ ïèðàìèäû.

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

D

J
J
J
J
J
J
J
J
J
J
J
JJ

B

- C

H
HHH

HHH
HA�

�
�
��

Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ−→
AB = (xB − xA; yB − yA; zB − zA);

−→
AB = (6; 7; 10);

−→
AC = (xC − xA; yC − yA; zC − zA);

−→
AC = (10; 5; 2);

−−→
BC = (xC − xB; yC − yB; zC − zB);

−−→
BC = (4;−2;−8);

−−→
AD = (xD − xA; yD − yA; zD − zA);

−−→
AD = (10;−2; 4).

â à) Â ãðàíè (ABC) òðè ðåáðà: AB, AC è BC.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøåãî ðåáðà, íàéäåì äëèíó êàæäîãî, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ôîðìóëîé äëèíû âåêòîðà

| a |=
√
x2

a + y2
a + z2

a.∣∣∣−→AB∣∣∣ =
√

62 + 72 + 102 =
√

36 + 49 + 100 =
√

185 (åä.)∣∣∣−→AC∣∣∣ =
√

102 + 52 + 22 =
√

100 + 25 + 4 =
√

129 (åä.)∣∣∣−−→BC∣∣∣ =
√

42 + (−2)2 + (−8)2 =
√

16 + 4 + 64 =
√

84 (åä.)

Èç âû÷èñëåíèé âèäíî, ÷òî íàèìåíüøåå ðåáðî BC.

â á) Íàïîìíèì, ÷òî íàèáîëüøèé óãîë â òðåóãîëüíèêå ëåæèò íàïðîòèâ íàè-
áîëüøåé ñòîðîíû. Â òðåóãîëüíèêå ABC íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà AB, ñëåäîâà-
òåëüíî, íàïðîòèâ íåå ëåæèò íàèáîëüøèé óãîë ∠ACB. Íàéäåì åãî ïî ôîðìó-
ëå:

cosα =
a · b
| a || b |

=
xaxb + yayb + zazb√

x2
a + y2

a + z2
a

√
x2

b + y2
b + z2

b

,

ãäå a, b - âåêòîðû, îáðàçóþùèå óãîë α.
Óãîë ∠ACB îáðàçóþò äâà âåêòîðà
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èç âåðøèíû C:
−→
CA è

−−→
CB (ñì. ðèñóíîê).

HH
H

HH
H

HH

C -AA
A
A
AK
B

Òîãäà cos∠ACB =

−→
CA ·

−−→
CB

|
−→
CA ||

−−→
CB |

.

Òàê êàê âåêòîð
−→
CA = −

−→
AC, òîãäà

−→
CA = −(10; 5; 2) = (−10;−5;−2) ,

àíàëîãè÷íî
−−→
CB = −

−−→
BC, òî åñòü

−−→
CB = −(4;−2;−8) = (−4; 2; 8) .

cos∠ACB =
−10 (−4) + (−5) 2 + (−2) 8√

(−10)2 + (−5)2 + (−2)2
√

(−4)2 + 22 + 82
=

40− 10− 16√
129 ·

√
84

=

=
14√

129 · 2 ·
√

21
=

7√
2709

=
7 ·
√

2709

2709
.

Îòêóäà ∠ACB = arccos
7 ·
√

2709

2709
.

â â) Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ èç âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ
ïî ôîðìóëå

S∆ =
1

2
|a× b|,

ãäå a, b - âåêòîðû, îáðàçóþùèå òðåóãîëüíèê.
Òðåóãîëüíèê DBC îáðàçóþò äâà âåêòîðà, íàïðèìåð, èç âåðøèíû B:

−−→
BC è−−→

BD. Òîãäà

SDBC =
1

2

∣∣∣−−→BC ×−−→BD∣∣∣ .
Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà

−−→
BD−−→

BD = (xD − xB; yD − yB; zD − zB);
−−→
BD = (4;−9;−6).

Âû÷èñëèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

−−→
BC ×

−−→
BD =

∣∣∣∣∣∣
i j k
4 −2 −8
4 −9 −6

∣∣∣∣∣∣ = i

∣∣∣∣ −2 −8
−9 −6

∣∣∣∣− j ∣∣∣∣ 4 −8
4 −6

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣ 4 −2
4 −9

∣∣∣∣ =

= −60i− 8j − 28k;∣∣∣−−→BC ×−−→BD∣∣∣ =

√
(−60)2 + (−8)2 + (−28)2 =

√
3600 + 64 + 784 =

√
4448 =

= 4
√

278;

SDBC =
1

2
4
√

278 = 2
√

278 (êâ. åä.).
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â ã) Îáúåì ïèðàìèäû íàõîäèòñÿ èç ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ïî
ôîðìóëå

Vïèðàìèäû =
1

6
|a b c|,

ãäå a, b, c - âåêòîðû, îáðàçóþùèå ïèðàìèäó.
Ïèðàìèäó ABCD îáðàçóþò òðè âåêòîðà, íàïðèìåð, èç âåðøèíû A:

−→
AC,

−→
AB

è
−−→
AD.

Òîãäà

VABCD =
1

6

∣∣∣−→AB−→AC −−→AD∣∣∣ .
Âû÷èñëèì ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

−→
AB
−→
AC
−−→
AD =

∣∣∣∣∣∣
6 7 10
10 5 2
10 −2 4

∣∣∣∣∣∣ =

d d dd d dd d d@
@
@

@@��
�

�
��@@

�
�
�

�
�� −
d d dd d dd d d�
�
��� A
A
A

H
HH��

A
A
A

H
HH =

= 120− 200 + 140− (500− 24 + 280) = 60− 756 = −694;

VABCD =
1

6
· |−694| = 1

6
· 694 = 173, 5 (êóá. åä.).

â ä) Íàïîìíèì, ÷òî

Vïèðàìèäû =
1

3
Sîñí · h,

ãäå h � âûñîòà ïèðàìèäû, îïóùåííàÿ íà åå îñíîâàíèå. Âûáåðåì â êà÷åñòâå
îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû ãðàíü (DBC), òîãäà

VABCD =
1

3
SDBC · AM,

îòêóäà

AM =
3VABCD

SDBC
.

AM =
3 · 173, 5

2
√

278
=

520, 5

2
√

278
=

1041
2

2
√

278
=

1041

4
√

278
=

1041
√

278

1112
(åä.).

Îòâåò: à) | BC |=
√

84; á) ∠ACB = arccos
7 ·
√

2709

2709
;

â) SDBC = 2
√

278 (êâ. åä.); ã) VABCD = 173, 5 (êóá. åä.);

ä) AM =
1041
√

278

1112
(åä.).
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- Ïðèìåð 23. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè
êîîðäèíàòû âåêòîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè

a = (1; 2; 1), b = (2; 0; 1), c = (−1; 1; 1), d = (7;−5;−4).

Ðåøåíèå: Òðè âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå îáðàçóþò áàçèñ, åñëè îíè íåêîì-
ïëàíàðíû (íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè), ò. å. ñîãëàñíî êðèòåðèþ êîìïëàíàð-
íîñòè òðåõ âåêòîðîâ, èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ.
Âû÷èñëèì ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a, b, c

a b c =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 0 1
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −5 6= 0.

Cëåäîâàòåëüíî, a, b, c - áàçèñ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y, z êîîðäèíàòû âåêòîðà d â áàçèñå a, b, c , òîãäà

d = xa+ yb+ zc.

7i− 5j − 4k = x(i+ 2j + k) + y(2i+ k) + z(−i+ j + k)

èëè
7i− 5j − 4k = (x+ 2y − z) i+ (2x+ z) j + (x+ y + z) k.

Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå ðàâåí-
ñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó
äëÿ íàõîæäåíèÿ x, y, z: 

x+ 2y − z = 7,
2x+ z = −5,
x+ y + z = −4

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Êðàìåðà (ñì. ñòð.23),
íàõîäèì

x = 0, y = 1, z = −5.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð d â áàçèñå a, b, c èìååò íîâûå êîîðäèíàòû d = (0; 1;−5).

Îòâåò: âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ; âåêòîð d â áàçèñå a, b, c èìååò
êîîðäèíàòû d = (0; 1;−5).
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� 7. Âàðèàíòû èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé

Âàðèàíò 1

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 1 3 5
6 7 2
−1 3 3

 , B =

 2 −1
3 4
−7 5


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = A2 + 2AT , åñëè A =

(
3 −1
1 0

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −1 3
9 −2

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M23 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A11.∣∣∣∣∣∣

4 2 3
3 1 −1
10 3 2

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

3 2 7
4 −5 1
7 8 −4

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
−1 2 −2
3 3 5
9 −9 1

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −2 0
3 6 −2 5
1 0 6 4
2 3 5 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
1 2
3 5

)
, B =

(
4 −7
−1 2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 −2 1 2
−1 3 1
−3 1 0


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


6 1 −3 9 5 0
6 5 −3 9 7 6
2 4 −1 3 2 4
4 7 −2 6 5 8


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 + 3x2 + 4x3 = 12,
7x1 − 5x2 + x3 = −33,
4x1 + x3 = −7

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

3x1 + 2x2 − 4x3 = 8,

2x1 + 4x2 − 5x3 = 11,

x1 − 2x2 + x3 = 1

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
x1 − 3x2 + 5x3 + 4x4 = 5,

3x1 − x2 − x3 = 1,

2x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 3,

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 2i− 3j + k, b = i+ 4k è c = 5i+ 2j − 3k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (b, (−4c+ a) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3a, 2c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a, 3b, c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà a, 2b, 3c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(4, 6, 8), B(5, 5, 10), C(8, 6, 4), D(7, 10, 8) � âåðøèíû ïèðà-
ìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (BCD);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (5; 3; 2), b = (2;−5; 1), c = (−7; 4;−3),
d = (36; 1; 15).
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Âàðèàíò 2

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =


1 4
3 1
−1 5
0 4

 , B =

(
2 0 2 1
6 3 −1 5

)

1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 2A2 +A−AT , åñëè A =

(
1 −1
2 1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 3 −5
4 6

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M21 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A13.∣∣∣∣∣∣

2 −1 3
5 0 7
1 1 2

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

−3 1 7
2 −1 5
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
−5 4 1
7 0 1
3 4 −1

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −4 0
2 7 −2 5
7 0 1 1
2 3 −5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
3 −1
7 −2

)
, B =

(
5 −1
−4 2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 1 −1 1
−6 5 −2
1 −1 0


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


9 7 5 6 9
8 4 0 2 3
5 3 1 2 3
7 5 3 4 6


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

x1 + 4x2 − x3 = 6,
5x2 + 4x3 = −20,
3x1 − 2x2 + 5x3 = −22

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

x1 + x2 + x3 = 1,

x1 − x2 + 2x3 = −5,

2x1 + 3x3 = 2

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
x1 + 3x2 + 2x3 − 3x4 = 5,

x1 − 2x2 + x3 − x4 = −2,

x1 − 4x2 + x3 + x4 = −2

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 3i+ 4j + k, b = i− 2j + 7k è c = 3i− 6j + 21k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (a− 2b), c ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 4b, 2c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 5a, 2b, c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 2a,−3b, c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(5, 6, 6), B(5, 9, 4), C(11, 6, 4), D(1, 9, 6) � âåðøèíû ïèðàìè-
äû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (BCD);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (BCD);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (3; 5; 4) , b = (−2; 7;−5) , c = (6;−2; 1) ,
d = (6;−9; 22).

43



Âàðèàíò 3

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =


2 4 5
7 1 3
−4 1 5
5 0 −2

 , B =

 1 2 −1 3
4 3 −2 8
7 2 4 0



1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = A(AT + 3A) , åñëè A =

(
0 2
−3 1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −1 7
9 0

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M22 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A31.∣∣∣∣∣∣

7 1 −1
2 5 4
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

10 11 −2
5 1 1
6 0 3

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
2 4 6
−1 2 5
11 −3 10

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 −1 6
3 7 −2 5
−2 0 5 1
2 7 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
5 −1
−6 2

)
, B =

(
10 1
8 2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 2 −1 −1
−5 7 2
3 −4 −1


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


1 −4 −4 1 −3 −3
1 7 6 −2 6 2
9 8 4 −3 9 −7
7 5 2 2 6 −6


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

3x1 − 2x2 + 4x3 = 21,

3x1 + 4x2 − 2x3 = 9,

2x1 − x2 − x3 = 10

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

2x1 − x2 + 4x3 = 15,

3x1 − x2 + x3 = 8,

5x1 − 2x2 + 5x3 = 0

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
2x1 − 2x2 + x3 − x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 1,

4x1 − 10x2 + 5x3 − 5x4 = 1

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 2i− 4j − 2k, b = 7i+ 3j è c = 3i+ 5j − 7k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −2a, (c+ b) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3a,−7b;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a, 2b, 3c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 3a, 2b, 3c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(6, 6, 5), B(2, 8, 5), C(8, 9, 5), D(6,−2,−1) � âåðøèíû ïèðà-
ìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADB);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADB);
â) ïëîùàäü ãðàíè (BCD);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (7; 2; 1) , b = (5; 1;−2) , c = (−3; 4; 5) ,
d = (26; 11; 1).
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Âàðèàíò 4

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =


3 −4
1 5
2 2
0 3

 , B =

 2 3 6 5
−3 4 1 −2
−1 0 5 0


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 4AT − A2 , åñëè A =

(
3 −1
1 2

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −10 2
1 3

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M13 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A21.∣∣∣∣∣∣

2 −4 3
3 −1 11
1 5 −7

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

−3 5 1
−6 1 −1
1 3 9

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
2 −2 3
4 5 −1
−6 1 7

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 2 0
3 0 −2 5
1 3 6 4
2 −1 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
−3 1
7 −2

)
, B =

(
4 −5
−2 3

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 5 −3 −1
−7 5 1
−3 2 1



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû



2 1 5 1
−1 2 −5 −3

3 −3 12 6
4 1 11 3
−1 2 −4 −3
−1 1 −4 −2


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

3x1 − 2x2 + 5x3 = 5,

2x1 + 3x2 − 4x3 = 12,

x1 − 2x2 + 3x3 = −1

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

3x1 − 3x2 + 2x3 = 2,

4x1 − 5x2 + 2x3 = 1,

x1 − 2x2 = 5

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
5x1 + 7x2 + 4x3 + 6x4 = 2,

9x1 + 6x2 + 5x3 + 8x4 = 9,

6x1 + 9x2 + 3x3 + 4x4 = −1

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −7i+ 2k, b = 2i− 6j + 4k è c = i− 3j + 2k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2a, (−7c+ b) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 4b, 3c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a,−2b,−7c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 2a, 4b, 3c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(5, 6, 4), B(4, 6, 6), C(10, 10, 2), D(7, 4, 5) � âåðøèíû ïèðà-
ìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (1; 3; 6) , b = (−3; 4;−5) , c = (1;−7; 2) ,
d = (−2; 17; 5).
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Âàðèàíò 5

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

(
2 3 5
1 4 −7

)
, B =

 1 3 7
2 4 3
5 6 −1


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 3A2 + AT , åñëè A =

(
−1 1

2 4

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −10 11
1 30

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M23 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A31.∣∣∣∣∣∣

2 3 −1
6 9 5
1 0 10

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

0 4 −3
2 7 8
−1 1 5

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 −1 3
4 5 1
−1 2 7

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 3 4 1
2 7 −2 5
−7 0 1 1
3 1 −5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
1 4
−2 −3

)
, B =

(
1 0
8 −5

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 −1 −1 −3
5 4 2
−4 −3 −3


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


1 2 3 −2 1
3 6 5 −4 3
1 2 7 −4 1
2 4 2 −3 3


48



5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

4x1 + x2 + 4x3 = 19,

2x1 − x2 + 2x3 = 11,

x1 + x2 + 2x3 = 8

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

3x1 + 2x2 − 4x3 = 8,

2x1 + 4x2 − 5x3 = 1,

5x1 + 6x2 − 9x3 = 2

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
5x2 − x3 + 5x4 = −4,

2x1 − x2 + x3 + x4 = 4,

x1 + x2 + 3x4 = 1

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −4i+ 2j − k, b = 3i+ 5j − 2k è c = j + 5k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (a+ b),−4c ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2b, a;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a, 6b, 3c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, a ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà a,−3b, c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(5, 2, 4), B(2, 6, 0), C(7, 2, 1), D(3, 0, 3) � âåðøèíû ïèðàìè-
äû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (DBC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (−2; 1; 3) , b = (3;−6; 2) , c = (−5;−3;−1) ,
d = (31;−6; 22).
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Âàðèàíò 6

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 3 4 1
−1 −3 3
2 3 0

 , B =

 3 5 2 0
1 11 1 2
7 5 3 −1


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = A2 + 2A−AT , åñëè A =

(
2 −1
1 1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 12 7
3 −2

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M31 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A22.∣∣∣∣∣∣

−2 3 1
6 4 10
−1 7 9

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

7 9 1
3 4 −2
1 0 5

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
−2 10 11
−4 1 5
1 0 −6

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −3 1 5
0 7 −2 5
2 0 5 −2
6 7 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
−2 1
5 −3

)
, B =

(
3 −1
7 −2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 −10 −9 −7
7 6 5
−6 −5 −4



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


2 1 3 4
3 2 2 3
7 3 1 2
1 2 2 3
2 4 4 6


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 − x2 + 2x3 = 0,

4x1 + x2 + 4x3 = 6,

x1 + x2 + 2x3 = 4

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

3x1 + x2 + 2x3 = −3,

2x1 + 2x2 + 5x3 = 5,

5x1 + 32x2 + 7x3 = 1

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
x1 + x2 + 3x3 − 2x4 = 4,

2x1 + 2x2 + 4x3 − x4 = 6,

3x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 = 6

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 3i− 2j + k, b = 2j − 3k è c = −3i+ 2j − k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −2a, (4b− c) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 5b, 3c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a,−3b, 2c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 5a, 4b, 3c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(2, 1,−1), B(1,−2, 3), C(1,−2,−3), D(5,−2, 1) � âåðøèíû
ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (DBC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (DBC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (4; 2; 3) , b = (−3; 1;−8) , c = (2;−4; 5) ,
d = (−12; 14;−31).
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Âàðèàíò 7

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 3 4
0 2
−1 3

 , B =

(
1 0 3
2 2 −1

)

1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = AT + A2 − 2E , åñëè A =

(
2 1
2 3

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −9 13
1 −5

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M11 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A23.∣∣∣∣∣∣

2 −2 3
9 1 7
6 0 5

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

−1 5 9
7 3 1
4 2 −1

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 1 −1
3 3 2

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 −1 3
6 3 −9 0
0 2 −1 3
4 2 0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
4 −3
−1 2

)
, B =

(
7 1
−5 −2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 3 2 3
4 1 2
2 1 3


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


1 1 −3 0 −1 −2
1 −1 2 −1 0 1
4 −2 6 3 −4 7
2 −4 −2 4 −7 1


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 − x2 + 2x3 = 8,

x1 + x2 + 2x3 = 11,

4x1 + x2 + 4x3 = 22

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

4x1 − 7x2 − 2x3 = 0,

2x1 − 3x2 − 4x3 = 6,

2x1 − 4x2 + 2x3 = 2

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
x1 + 2x2 + x3 − 3x4 = 3,

2x1 + x2 + x3 + x4 = 2,

x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 4

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 4i− j + 3k, b = 2i+ 3j − 5k è c = 7i+ 2j + 4k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (2b− b), 4c ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3a, 5c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 7a,−4b, 2c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 7a, 2b, 5c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(2,−1, 3), B(−5, 1, 1), C(0, 3,−4), D(−1,−3, 4) � âåðøèíû
ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADB);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADB);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (6; 1;−3) , b = (−3; 2; 1) , c = (−1;−3; 4) ,
d = (15; 6;−17).
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Âàðèàíò 8

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 2 1 −2 −1
0 2 3 4
−3 5 0 2

 , B =


1 3
−2 1
4 3
6 0


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 5AT − A2 , åñëè A =

(
3 1
2 1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 2 −1
14 −9

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M21 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A32.∣∣∣∣∣∣

11 4 7
2 5 −1
3 −6 −1

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
3 4 5
1 4 9

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 6 1
−1 3 1
7 −1 1

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −5 −1 −5
−3 2 8 −2
5 3 1 3
−2 4 −6 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
−9 5
4 −2

)
, B =

(
−3 8
−2 6

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 1 −2 −1
−3 −1 2
−2 −1 1



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


5 6 1 10 7
5 1 2 5 4
4 3 1 7 5
3 2 1 4 3
8 6 2 14 10


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 − x2 − 3x3 = −9,

x1 + 5x2 + x3 = 20,

3x1 + 4x2 + 2x3 = 15

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

5x1 − 9x2 − 4x3 = 6,

x1 − 7x2 − 5x3 = 1,

4x1 − 2x2 + x3 = 2

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
2x1 + 2x2 − x3 − x4 = 1,

x1 − x2 + x3 + x4 = 0,

3x1 + 3x2 − 3x3 − 3x4 = 2

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 4i+ 2j − 3k, b = 2i+ k è c = −12i− 6j + 9k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (b+ 2a),−4c ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 4a, 3b;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2a, 3b, c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 2a, 3b,−4c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(5, 3, 2), B(1,−8, 8), C(4,−1, 2), D(1, 4,−1) � âåðøèíû ïè-
ðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABD);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû CM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (3; 1;−3) , b = (−2; 4; 1) , c = (−1;−2; 5) ,
d = (1; 12;−20).
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Âàðèàíò 9

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

(
2 2 −2
−2 −4 5

)
, B =

 3 2
2 4
0 −5


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = A2+2AT−3E , åñëè A =

(
−1 3

2 −1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −1 3
4 −2

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M13 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A21.∣∣∣∣∣∣

4 2 3
3 1 −1
1 −3 2

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

3 2 7
4 5 1
−2 2 −4

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
−1 2 −2
3 −3 5
9 −9 1

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 5 3 2
2 4 1 0
1 −2 2 1
5 1 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
6 10
2 3

)
, B =

(
4 −6
1 −5

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 1 0 −2
−4 3 6
2 −1 −5


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


2 3 6 1 9
0 1 2 −2 3
2 1 2 4 3
3 2 4 5 6


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

2x1 + 3x2 + x3 = 1,

3x1 + 2x2 + x3 = 6

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

x1 − 5x2 + x3 = 3,

3x1 + 2x2 − x3 = 7,

4x1 − 3x2 = 1

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
13x1 − 4x2 − x3 − 4x4 = 8,

11x1 − 2x2 + x3 − 2x4 = 7,

5x1 + 4x2 + 7x3 + 4x4 = 4

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −i+ 5k, b = −3i+ 2j + 2k è c = −2i− 4j + k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2b, (3a− c) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 7a,−3c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3a,−4b, 2c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 7a, 2b,−3c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(−2, 3, 4), B(4, 2,−1), C(2,−1, 4), D(−1,−1, 1) � âåðøèíû
ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (BCD);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (5; 3; 1) , b = (−1; 2;−3) , c = (3;−4; 2) ,
d = (−9; 34;−20).
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Âàðèàíò 10

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 0 −1 1
2 1 −3
1 2 3

 , B =

 6 −5 4 1
−4 3 1 3
2 1 2 0


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = A2−3AT +5E , åñëè A =

(
3 −2
−5 5

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 9 7
−1 3

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M33 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A21.∣∣∣∣∣∣

1 10 3
11 9 4
−1 2 5

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

−7 1 1
8 4 6
9 5 1

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 0 4
1 2 1
4 −5 5

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 4 1 1
−4 2 1 3
0 1 2 −2
1 3 4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
3 2
−1 −4

)
, B =

(
−1 9
−8 −3

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 0 −1 3
−2 1 −2
1 −2 5



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


15 3 3 9
2 20 6 4
4 5 2 3
−3 −2 −1 −2

9 6 3 6


58



5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 − x2 + 2x3 = 3,

x1 + x2 + 2x3 = −4,

4x1 + x2 + 4x3 = −3

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

5x1 − 5x2 − 4x3 = −3,

x1 − x2 + 5x3 = 1,

4x1 − 4x2 − 9x3 = 0

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
x1 − 2x2 + x3 − x4 = 0,

2x1 + x2 − x3 + 2x4 = 1,

3x1 − 2x2 − x3 + x4 = −1

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 6i− 4j + 6k, b = 9i− 6j + 9k è c = i− 8k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (3a+ b),−5c ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3b,−9c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2a,−4b, 3c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, a ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 3a,−4b,−9c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(4,−4, 0), B(−5, 3, 2), C(8, 0, 1), D(2, 2, 3) � âåðøèíû ïèðà-
ìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (DBC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (DBC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (3;−1; 2) , b = (−2; 3; 1) , c = (4;−5;−3) ,
d = (−3; 2;−3).
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Âàðèàíò 11

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 1 2 −1
2 3 5
1 2 0

 , B =

 −1 1
−1 5
−2 1


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = AT + 3A2−2A , åñëè A =

(
4 −2
0 1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 5 −13
4 9

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M31 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A22.∣∣∣∣∣∣

−1 3 1
2 0 −1
6 9 11

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
3 4 5
1 4 9

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
2 4 1
3 5 −1
1 −1 7

∣∣∣∣∣∣ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 0 5
0 8 −2 5
2 0 −3 −2
6 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
5 −1
−4 2

)
, B =

(
−2 1
5 −3

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 4 3 1
−1 −2 0
−2 1 −3


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


5 −1 5 3 −4
−1 1 1 1 4

1 0 3 2 1
3 −2 1 0 −7


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

x1 + 5x2 − 6x3 = −12,

3x1 + x2 + 4x3 = 10,

2x1 + 3x2 − 3x3 = 5

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

x1 − 2x2 − 3x3 = 3,

x1 + 3x2 − 5x3 = 0,

2x1 + x2 − 8x3 = 4

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
x1 + x2 + 3x3 − 2x4 = 4,

3x1 + 6x2 + 5x3 − 4x4 = 5,

x1 + 2x2 + 7x3 − 4x4 = 11

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 2i− 7j + 5k, b = −i+ 2j − 6k è c = 3i+ 2j − 4k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (3a+ c),−4b ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 5b, 3c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −3a, 6b,−c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 7a,−4b, 3c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(−5,−3,−4), B(1, 4, 6), C(3, 2,−2), D(8,−2, 4) � âåðøèíû
ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (DBC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (DBC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ADC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû BM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (9; 5; 3) , b = (−3; 2; 1) , c = (4;−7; 4) ,
d = (−10;−13; 8).
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Âàðèàíò 12

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

(
−2 1 5
−1 4 0

)
, B =

 0 1 −3
2 −4 1
−3 2 4


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 4A2+7AT−E , åñëè A =

(
2 4
−1 −3

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −3 1
2 −9

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M12 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A23.∣∣∣∣∣∣

2 4 3
1 −1 3
8 3 2

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

1 2 1
3 2 1
4 3 −2

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 2 8
3 2 10
4 3 4

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 −1 1
−4 3 5 2
1 1 0 −2
1 0 3 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
3 1
8 2

)
, B =

(
10 −2
−6 1

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 3 1 −4
−2 −2 1
1 4 3



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


5 7 4 6 6

15 30 7 8 3
9 6 5 8 9
6 9 3 4 3

15 15 8 12 12


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

3x1 + 2x2 + 5x3 = −14,

4x1 − x2 = −6,

x1 − 3x2 + 4x3 = −19

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

x1 − 4x2 − 2x3 = 0,

3x1 − 5x2 − 6x3 = 2,

4x1 − 9x2 − 8x3 = 1

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
2x1 − x2 + 3x3 + 4x4 = −1,

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1,

5x1 − 5x2 + 12x3 + 11x4 = −4

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 7i− 4j − 5k, b = i− 11j + 3k è c = 5i+ 5j + 3k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −4a, (−5c+ b) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2b, 6c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3a,−7b, 2c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà −4a, 2b, 6c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(3, 4, 2), B(−2, 3,−5), C(4,−3, 6), D(6,−5, 3) � âåðøèíû ïè-
ðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (7; 2; 1) , b = (3;−5; 6) , c = (−4; 3;−4) ,
d = (−1; 18;−16).
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Âàðèàíò 13

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =


−1 2

3 −2
2 1
6 −3

 , B =

(
3 −2 4 −3
5 −3 −2 1

)

1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 8A2−5A+ 3E , åñëè A =

(
6 0
1 −3

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 4 8
−2 3

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M21 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A13.∣∣∣∣∣∣

3 2 2
1 −5 −8
4 2 1

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

2 0 5
1 3 16
0 −1 10

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
3 −3 4
1 −1 2
2 0 −5

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 −1 1
−4 3 5 2
1 1 0 −2
1 0 3 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
6 −5
−1 2

)
, B =

(
1 3
−5 −4

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 2 1 3
2 1 4
−1 0 1



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


1 1 1 3
3 −2 −4 −3
2 1 1 4
−3 −1 1 −2

1 −1 −1 −1


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

x1 + 3x3 = −6,

2x1 − 3x2 + x3 = 9,

5x1 + 2x2 − 4x3 = −16

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

4x1 + x2 − 3x3 = 1,

3x1 + x2 − x3 = 2,

x1 − 2x3 = 5

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
8x1 + 4x2 + 2x4 = 5,

5x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 4,

7x1 + 5x2 + 3x3 + 4x4 = 7

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 4i− 6j − 2k, b = −2i+ 3j + k è c = 3i− 5j + 7k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (−5a+ b), 4c ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −7b, 6a;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 6a, 3b, 8c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, a ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà −5a, 3b, 4c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(−4, 6, 3), B(3,−5, 1), C(2, 6,−4), D(2, 4,−5) � âåðøèíû ïè-
ðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADB);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADB);
â) ïëîùàäü ãðàíè (BCD);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (1; 2; 3) , b = (−5; 3;−1) , c = (−6; 4; 5) ,
d = (−4; 11; 20).
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Âàðèàíò 14

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 5 2 1
4 3 0
2 6 −4

 , B =

 3 1 0 3
4 −1 5 2
2 5 2 7


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = A2+2ATA+5E , åñëè A =

(
−1 1
−2 3

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 17 2
1 −6

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M23 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A12.∣∣∣∣∣∣

−1 2 5
5 4 1
3 −9 2

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

1 −1 0
5 9 −1
1 0 2

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 0 −1
5 5 1
3 4 9

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 2 0 5
0 −8 1 5
2 0 −3 −2
6 1 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
−4 −1
2 −2

)
, B =

(
−3 2
−5 2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 1 2 3
1 1 1
−1 2 4


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


1 −3 5 4 6
3 −1 −1 0 0
2 2 2 2 3
4 0 −4 −2 −3


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

x1 + 4x2 − x3 = −9,

3x2 − 7x3 = −6,

4x1 − x2 + 5x3 = −2

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

3x1 − 5x2 + 3x3 = 4,

x1 + 2x2 + x3 = 8,

2x1 − 7x2 + 2x3 = 1

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
x1 − 4x2 − 4x3 + x4 = −3,

x1 + 7x2 + 6x3 − 2x4 = 2,

7x1 + 5x2 + 2x3 − 2x4 = −6

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 3i− j + 2k, b = −i+ 5j − 4k è c = 6i− 2j + 4k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −2a, (5b− c) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 6a,−4c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 4a,−7b,−2c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 6a,−7b,−2c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(7, 5, 8), B(−4,−5, 3), C(2,−3, 5), D(5, 1,−4) � âåðøèíû ïè-
ðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ADB);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû CM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (−2; 5; 1) , b = (3; 2;−7) , c = (4;−3; 2) ,
d = (−4; 22;−13).
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Âàðèàíò 15

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =


−2 3 −4

2 −1 3
−3 5 −3
−2 1 0

 , B =

(
2 5 2 7
3 −1 2 3

)

1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 2(A2+5A)−4E , åñëè A =

(
0 3
−2 1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 15 3
4 −2

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M13 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A32.∣∣∣∣∣∣

7 1 3
4 10 1
5 9 2

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

−7 1 3
4 −10 2
−5 1 9

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 −3 4
0 2 −1
6 1 −1

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1 1
−3 2 0 3
3 1 0 −2
1 0 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
6 4
−5 −4

)
, B =

(
3 −5
−3 4

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 −3 2 3
−4 −1 1
−1 1 2



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


2 1 4 1
1 −3 −7 −4
3 1 5 1
−3 0 −1 1

0 −1 −2 −1


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 − x2 − 3x3 = 0,

3x1 + 4x2 + 2x3 = 1,

x1 + 5x2 + x3 = −3

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

x1 − 2x2 + 3x3 = 6,

2x1 + 3x2 − 4x3 = 2,

3x1 + x2 − x3 = 5

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
6x1 + x2 − 3x3 + 9x4 = 0,

2x1 + 4x2 − x3 + 3x4 = 4,

4x1 + 7x2 − 2x3 + 6x4 = 8

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −3i− j − 5k, b = 2i− 4j + 8k è c = 3i+ 7j − k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 5b, (−6c+ a) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −9a, 4c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2a,−b, 3c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 2a, 5b,−6c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(3,−2, 6), B(−6,−2, 3), C(1, 1,−4), D(4, 6,−7) � âåðøèíû
ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (DBC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (DBC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (3; 1; 2) , b = (−4; 3;−1) , c = (2; 3; 4) ,
d = (14; 14; 20).
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Âàðèàíò 16

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

(
1 0 −2 −1
4 1 2 3

)
, B =

 8 6
7 4
4 5


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 3AT−A2+5E , åñëè A =

(
−1 −3

1 2

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −3 4
9 10

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M21 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A31.∣∣∣∣∣∣

−2 3 2
1 −2 2
4 1 −1

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

−1 2 3
−4 6 4
1 −3 2

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 5 8
−2 2 4
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 2 −4 1
1 4 −2 0
−7 0 1 1
3 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
−3 8
−2 6

)
, B =

(
6 −4
−2 1

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 1 3 −5
−1 −1 1
1 5 −7


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


8 −4 3 6 8 5

10 −5 5 9 15 10
4 −2 1 2 2 1
2 −1 3 7 11 8


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

−3x1 + 5x2 + 6x3 = −8,

3x1 + x2 + x3 = −4,

x1 − 4x2 − 2x3 = −9

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

5x1 − x2 − 2x3 = 1,

3x1 − 4x2 + x3 = 7,

2x1 + 3x2 − 3x3 = 4

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
3x1 + x2 − 2x3 + x4 = 4,

2x1 − x2 + 7x3 − 3x4 = 6,

x1 + 3x2 − 2x3 + 5x4 = 2

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −3i+ 2j + 7k, b = i− 5k è c = 6i+ 4j − k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3b, (c− 2a) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 5a,−2c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −2a, b, 7c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà −2a, 3b, 7c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(−5,−4,−3), B(7, 3,−1), C(6,−2, 0), D(3, 2,−7) � âåðøè-
íû ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (DBC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (3;−1; 2) , b = (−2; 4; 1) , c = (4;−5;−1) ,
d = (−5; 11; 1).
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Âàðèàíò 17

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 2 1
−1 −5
−3 −4

 , B =


6 −5 4
1 3 1
3 −4 2
1 2 0


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 3A2+2(AT−5E) , åñëèA =

(
−2 −1
−1 2

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 0 2
5 23

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M33 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A12.∣∣∣∣∣∣

3 2 1
5 1 8
−1 0 −2

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

1 2 7
3 4 0
−2 0 5

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 3 −2
0 5 1
3 4 7

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 5
0 4 −2 5
2 0 −3 2
6 1 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
4 −5
−3 4

)
, B =

(
−5 −7
1 2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 3 1 −2
−3 2 1
−1 −1 1



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


2 3 5 −4 1
1 −1 2 3 5
3 7 8 −11 −3
2 3 5 −4 1
4 6 10 −8 2


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

3x1 + x2 + x3 = −4,

−3x1 + 5x2 + 6x3 = 36,

x1 − 4x2 − 2x3 = −19

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

2x1 + 8x2 − 7x3 = 0,

2x1 − 5x2 + 6x3 = 1,

4x1 + 3x2 − x3 = 7

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
x1 + 2x2 − 3x3 + 2x4 = 2,

x1 − x2 − 3x3 − 4x4 = −4,

2x1 + 3x2 + x3 − 5x4 = 1

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 3i− j + 5k, b = 2i− 4j + 6k è c = i− 2j + 3k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a, (4c− b) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 6b, 3c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −3a, 4b,−5c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà −3a, 4b,−5c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(3,−5,−2), B(−4, 2, 3), C(1, 5, 7), D(−2,−4, 5) � âåðøèíû
ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADB);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADB);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (4; 5; 1) , b = (1; 3; 1) , c = (−3;−6; 7) ,
d = (19; 33; 0).
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Âàðèàíò 18

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =


1 2 −4 1
2 3 2 −3
5 −2 1 1
−2 1 4 3

 , B =

 −1 3 −2 4
5 −2 −3 1
2 3 −1 4


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = A2 − 2AT , åñëè A =

(
0 −2
2 3

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −1 3
6 5

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M22 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A13.∣∣∣∣∣∣

2 −1 3
1 5 9
4 8 0

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

0 1 −7
6 9 2
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
4 −1 1
10 −4 2
20 −10 3

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −2 3
1 2 2 3
−2 3 1 0
2 3 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
1 6
−2 −7

)
, B =

(
1 0
7 −5

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 −1 4 −1
−1 7 −3
2 −8 3



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


−2 2 −1 0

3 −1 2 −3
−4 0 −3 1

2 −1 −3 −2
0 1 −1 −1


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

3x1 + 2x2 + 3x3 = 3,

2x1 − 3x2 + x3 = −10,

7x1 + 4x2 − x3 = 13

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

3x1 + 4x2 + x3 = 2,

x1 + 5x2 − 3x3 = 4,

2x1 − x2 + 4x3 = 5

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 0,

x1 + 2x2 − x3 = 1,

x1 − x2 + 2x3 − 3x4 = −1

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 4i− 5j − 4k, b = 5i− j è c = 2i+ 4j − 3k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 8c, (−3a+ b) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −5a, 4b;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a, 7b,−2c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà −3a, 4b, 8c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(7, 4, 9), B(1,−2,−3), C(−5,−3, 0), D(1,−3, 4) � âåðøèíû
ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ACD);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû BM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (1;−3; 1) , b = (−2;−4; 3) , c = (0;−2; 3) ,
d = (−8;−10; 13).
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Âàðèàíò 19

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

(
5 3 −6
1 2 4

)
, B =

 4 5
−7 3

2 8


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 3A2 −A+AT , åñëè A =

(
3 −1
3 −1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 16 2
1 −2

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M12 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A21.∣∣∣∣∣∣

6 2 4
3 −1 4
5 7 0

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

1 5 3
2 3 5
1 −4 0

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
3 2 1
1 5 −4
6 3 2

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 0 5
0 8 −2 5
2 0 1 −2
1 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
10 −2
−6 1

)
, B =

(
7 −5
3 −2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 2 1 3
1 1 1
−1 0 3



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


1 1 2 1 2
2 −1 3 −2 1
−3 −3 1 −2 −6

0 −4 −5 −3 −4
2 −3 2 −5 −1


76



5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

3x1 − x2 + x3 = −11,

5x1 + x2 + 2x3 = 8,

x1 + 2x2 + 4x3 = 16

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

2x1 − 3x2 + 2x3 = 5,

3x1 + 4x2 − 7x3 = 2,

5x1 + x2 − 5x3 = 9

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
8x1 − 4x2 + 3x3 + 6x4 = 5,

4x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 1,

2x1 − x2 + 3x3 + 7x4 = 8

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −9i+ 4k, b = 2i− 4j + 6k è c = 3i− 6j + 9k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −2a, (8c− 2b) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 6b, 2c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3a,−5b,−4c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 3a, 6b,−4c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(−4,−7,−3), B(−4,−5, 7), C(2,−3, 3), D(3, 2, 1) � âåðøè-
íû ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (DBC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (DBC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (5; 7;−2) , b = (−3; 1; 3) , c = (1;−4; 6) ,
d = (14; 9;−1).
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Âàðèàíò 20

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

(
4 2 8 1 6
3 5 2 4 1

)
, B =

 −2 1
5 −3
1 4


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = A2 +4(A−AT ) , åñëè A =

(
2 −1
1 1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 6 3
5 2

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M32 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A21.∣∣∣∣∣∣

2 4 1
2 −5 2
12 0 3

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

5 −4 8
0 −2 4
2 3 7

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
3 0 1
5 8 5
−4 0 2

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 4 1
1 2 −2 0
−1 0 1 3
3 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
0 1
−5 −4

)
, B =

(
−2 1
−4 5

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 −1 2 −1
−1 2 0
2 1 −1


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


3 1 −2 1 −1 4
2 −1 7 −3 5 6
1 3 −2 5 −7 2
3 −2 7 −5 8 5


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

3x1 − x2 + x3 = 9,

5x1 + x2 + 3x3 = 4,

7x1 + 2x2 + 4x3 = 1

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

4x1 − 9x2 + 5x3 = 1,

7x1 − 4x2 + x3 = 11,

3x1 + 5x2 − 4x3 = 5

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
2x1 + 3x2 + 5x3 − 4x4 = 3,

x1 − x2 + 2x3 + 3x4 = 8,

3x1 + 7x2 + 8x3 − 11x4 = −2

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 5i− 6j − 4k, b = 4i+ 8j − 7k è c = 3j − 4k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (7a− b),−2c ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 4b, a;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 5a, 3b,−4c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, a ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 5a, 4b,−2c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(−4,−5,−3), B(3, 1, 2), C(5, 7,−6), D(6,−1, 5) � âåðøèíû
ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (DBC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (−1; 4; 3) , b = (3; 2;−4) , c = (−2;−7; 1) ,
d = (6; 20;−3).
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Âàðèàíò 21

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 2 7 2 5 5
4 1 1 7 2
5 3 −3 −8 1

 , B =


1 −1 3
2 1 1
3 0 2
5 2 −2
0 2 1


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 2AT +A2 −E , åñëè A =

(
2 1
1 −3

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 2 1
3 8

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M23 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A12.∣∣∣∣∣∣

7 −1 4
2 6 2
3 5 −1

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

0 1 1
−1 9 5
−2 3 2

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
2 0 −2
4 5 1
3 2 9

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 −4 1
1 5 −2 0
−7 0 1 1
3 1 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
3 −7
1 −5

)
, B =

(
1 2
3 5

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 −1 1 −4
2 −4 1
1 −3 2


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


1 1 −3 0 −1
1 −1 2 −1 0
4 −2 6 3 −4
2 4 −2 4 −7


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

3x1 − x2 + x3 = 12,

x1 + 2x2 + 4x3 = 6,

5x1 + x2 + 2x3 = 3

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

7x1 − 2x2 − x3 = 2,

6x1 − 4x2 − 5x3 = 3,

x1 + 2x2 + 4x3 = 5

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
6x1 + 5x2 + 7x3 + 5x4 = 6,

4x1 + 5x2 + 8x3 + 4x4 = 7,

8x1 + 5x2 + 4x3 + 7x4 = 2

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 5i− 3j + 4k, b = 2i− 4j − 2k è c = 3i+ 5j − 7k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (−3a+ b), 6c ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −2b, 4c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a,−4b, 2c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà a,−2b, 6c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(−3,−4, 0), B(0,−1, 3), C(−6, 4, 2), D(−3, 0, 3) � âåðøèíû
ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABD);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABD);
â) ïëîùàäü ãðàíè (DBC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû CM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (0; 2;−3), b = (4;−3;−2), c = (−5;−4; 0),
d = (−19;−5;−4).
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Âàðèàíò 22

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 1 2
−3 5
8 2

 , B =

(
5 3
−4 1

)

1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = A2−2A+AT , åñëè A =

(
1 −2
−1 7

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 2 −15
14 −4

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M32 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A13.∣∣∣∣∣∣

1 1 4
4 10 1
5 9 4

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

8 9 10
1 7 13
2 5 6

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
−2 4 4
0 −2 −1
6 7 −1

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 0 1 5
0 7 −2 5
2 0 1 −2
6 −3 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
4 −2
−5 3

)
, B =

(
6 7
1 3

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 2 −2 1
−2 1 −2
1 4 3



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû



3 5 1 7
−1 −3 −3 −5

3 2 −5 1
2 3 0 4
5 4 −7 1
6 7 −4 6


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 − x2 + 3x3 = −4,

x1 + 3x2 − x3 = 11,

x1 − 2x2 + 2x3 = −7

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

4x1 − 3x2 + x3 = 3,

x1 + x2 − x3 = 4,

3x1 − 4x2 + 2x3 = 2

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
−x1 + 3x2 + 3x3 + 4x4 = 7,

6x1 + 2x2 + 2x3 − x4 = −2,

−3x1 + x2 + x3 + 2x4 = 5

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −4i+ 3j − 7k, b = 4i+ 6j − 2k è c = 6i+ 9j − 3k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 5a, (−3b+ c) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 4b, 7c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −2a, b,−2c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà −2a, 4b, 7c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(0,−6, 3), B(3, 3,−3), C(−3,−5, 2), D(−1,−4, 0) � âåðøè-
íû ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ADC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû BM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (−3; 0; 1) , b = (2; 7;−3) , c = (−4; 3; 5) ,
d = (−16; 33; 13).
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Âàðèàíò 23

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 6 −3
1 −5
2 4

 , B =

(
1 2 −1 0
4 3 −2 5

)

1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 3A2 − AT , åñëè A =

(
1 3
−2 5

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −2 4
10 11

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M12 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A23.∣∣∣∣∣∣

−1 3 4
2 −1 4
5 1 −1

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

−1 4 9
−5 7 3
1 −4 2

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 6 9
−1 3 4
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −4 1 0
−2 1 1 3
0 −3 2 −2
1 3 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
7 −5
3 −2

)
, B =

(
−4 −1
2 −2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 4 1 1
0 −2 3
5 1 2


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


2 1 1 −2 4

13 8 4 −3 6
5 4 2 −3 6
3 2 1 −1 2


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

3x1 − 2x2 + 4x3 = 12,

3x1 + 4x2 − 2x3 = 6,

2x1 − x2 − x3 = −9

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

3x1 + x2 + 2x3 = 1,

2x1 + 2x2 − 3x3 = 9,

x1 − x2 + x3 = 2

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
2x1 + x2 + x3 − 2x4 = 1,

3x1 + 2x2 + x3 − x4 = 2,

5x1 + 4x2 + 2x3 − 3x4 = 3

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −5i+ 2j − 2k, b = 7i− 5k è c = 2i+ 3j − 2k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 8a, (−6b+ 2c) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −3b, 11c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2a, 4b,−5c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 8a,−3b, 11c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(0,−6, 3), B(3, 3,−3), C(−3,−5, 2), D(−1,−4, 0) � âåðøè-
íû ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (DBC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (DBC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (−3; 0; 1) , b = (2; 7;−3) , c = (−4; 3; 5) ,
d = (−16; 33; 13).
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Âàðèàíò 24

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 1 0
3 2
−1 1

 , B =

 3 2 1
7 4 −1
1 3 3


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 4A+A2 − 2E , åñëè A =

(
0 4
−3 2

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 1 −2
3 5

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M21 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A13.∣∣∣∣∣∣

1 −3 4
5 5 −2
1 7 2

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

0 −5 4
2 7 1
−1 3 1

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
1 5 3
4 −1 2
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −2 4 3
1 7 −2 0
−7 0 1 −1
3 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
−2 2
−4 5

)
, B =

(
2 −5
−3 4

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 1 −1 −1
8 −3 −6
3 −1 −2



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


−1 6 −3 11

3 2 1 3
4 −1 2 1
3 2 1 3
5 0 3 −1


86



5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

8x1 + 3x2 − 6x3 = −4,

x1 + x2 − x3 = 2,

4x1 + x2 − 3x3 = −5

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

6x1 + 3x2 − 5x3 = 0,

9x1 + 4x2 − 7x3 = 3,

3x1 + x2 − 2x3 = 5

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
3x1 − x2 + 3x3 + 2x4 = 6,

x1 − 3x2 − 5x3 − 7x4 = −4,

5x1 − x2 + 2x3 + 3x4 = 7

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −4i− 6j + 2k, b = 2i+ 3j − k è c = −i+ 5j − 3k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3a, (−7b+ 2c) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −4b, 11c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 5a, 7b, 2c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, a ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 3a, 7b,−2c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(2,−1,−3), B(0, 0, 0), C(5,−1,−1), D(−1,−1, 1) � âåðøè-
íû ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABD);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû CM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (3; 1; 2) , b = (−7;−2;−4) , c = (−4; 0; 3) ,
d = (16; 6; 15).
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Âàðèàíò 25

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 3 4 1
−1 −3 2
2 3 0

 , B =

 3 1
−4 5
−2 1


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = A2 + 5ATA , åñëè A =

(
−2 3
−1 7

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ −5 3
4 3

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M23 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A31.∣∣∣∣∣∣

−1 3 4
5 0 7
1 1 3

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

7 1 −3
5 −1 2
2 0 2

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
4 1 −5
0 1 7
4 −1 2

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 0 1 4
1 2 −2 2
−2 1 −1 5
6 −3 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
6 −4
−2 1

)
, B =

(
1 8
−2 −7

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 3 −3 −2
−4 5 1
1 −1 1



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


6 5 7 5 3

14 5 3 9 −1
4 5 8 4 4
8 5 4 7 2
4 5 8 4 4


88



5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

4x1 + x2 − 3x3 = 9,

x1 + x2 − x3 = −2,

8x1 + 3x2 − 6x3 = 12

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

8x1 − x2 + 3x3 = 2,

4x1 − x2 + 6x3 = 1,

4x1 − 2x2 − 3x3 = 7

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
3x1 + 20x2 + 5x3 − 2x4 = −8,

3x1 + 6x2 + 2x3 − x4 = 1,

9x1 + 4x2 + 3x3 − 2x4 = 12

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −4i+ 2j − 3k, b = −3j + 5k è c = 6i+ 6j − 4k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3a, (9b− 3c) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −7a, 4c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 5a,−b, 3c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 3a,−9b, 4c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(1, 5, 8), B(−2, 1, 4), C(3,−2,−3), D(1,−1, 0) � âåðøèíû ïè-
ðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADB);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADB);
â) ïëîùàäü ãðàíè (DBC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (1;−1; 1) , b = (−5;−3; 1) , c = (2;−1; 0) ,
d = (−15;−10; 5).

89



Âàðèàíò 26

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

(
2 −4 5 1
3 1 −2 7

)
, B =


1 0
3 −2
−1 3
5 1


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 3A2−2A+5E , åñëè A =

(
4 −2
−2 1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 7 −2
0 8

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M22 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A13.∣∣∣∣∣∣

−1 3 7
4 2 2
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

3 0 12
−1 1 5
2 12 3

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
11 5 4
−1 6 2
2 10 −3

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −4 1 1
5 2 1 3
0 1 −2 2
1 0 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
−5 −7
1 2

)
, B =

(
6 10
2 3

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 1 0 2
2 1 3
1 0 3


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


1 −2 1 −1 1
2 1 −1 2 −3
3 −2 −1 1 −2
2 −5 1 −2 2


90



5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 + 3x2 + 4x3 = 33,

7x1 − 5x2 = 24,

4x1 + 11x3 = 39

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

2x1 + 3x2 + 4x3 = 5,

x1 + x2 + 5x3 = 6,

3x1 + 4x2 + 9x3 = 0

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
2x1 + 3x2 + x3 + 6x4 = 2,

x2 − 2x3 + 2x4 = −7,

2x1 + x2 + 4x3 + 2x4 = 3

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −3i+ 8j, b = 2i+ 3j − 2k è c = 8i+ 12j − 8k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3b, (−8c+ 4a) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −7a, 9c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 4a,−6b, 5c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 4a,−6b, 9c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(3, 4, 5), B(1, 2, 1), C(−2,−3, 6), D(3,−6,−3) � âåðøèíû ïè-
ðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (DBC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (1; 3; 4) , b = (−2; 5; 0) , c = (3;−2;−4) ,
d = (13;−5;−4).
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Âàðèàíò 27

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 1 −2
3 −4
−5 2

 , B =

 −1 3 3
4 −2 1
1 2 −4


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 2A2 + 5A−4E , åñëè A =

(
3 0
−4 1

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 3 −2
4 11

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M32 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A11.∣∣∣∣∣∣

2 −5 3
4 −1 10
3 2 −7

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

1 5 −3
−1 1 −7
9 3 −2

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
3 4 5
−2 2 6
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 0 1
1 5 −2 0
−3 1 1 6
3 1 −8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
−3 2
−5 2

)
, B =

(
2 4
−1 −8

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 3 1 2
0 1 1
−1 3 2


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


−4 −1 −4 −6 8 13
−2 1 −2 −3 7 11

4 7 4 6 4 5
2 5 2 3 5 7


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 + 3x2 + x3 = 4,

2x1 + x2 + 3x3 = 0,

3x1 + 2x2 + x3 = 1

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

2x1 − 3x2 − 4x3 = 1,

7x1 − 9x2 − x3 = 3,

5x1 − 6x2 + 3x3 = 7

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
2x1 + x2 + 3x3 − 3x4 = 3,

x1 − 3x2 + x3 = −2,

4x1 − 7x2 + 5x3 − x4 = −1

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 2i− 4j − 2k, b = −9i+ 2k è c = 3i+ 5j − 7k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 3b, (−8c+ 2a) ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −5b, 4c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 7a, 5b,−c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû a, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 7a, 5b,−c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(−7,−5, 6), B(−2, 5, 10), C(8, 6, 4), D(7, 10, 8) � âåðøèíû
ïèðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (DBC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (DBC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABD);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû CM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (−1; 1; 2) , b = (2;−3;−5) , c = (−6; 3; 1) ,
d = (28;−19;−7).
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Âàðèàíò 28

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

(
2 5 −1 4
3 1 0 3

)
, B =

 0 2
−2 −1

3 −2


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 5AT−A2 +E , åñëè A =

(
−1 −3

0 4

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 12 1
30 2

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M12 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A21.∣∣∣∣∣∣

10 −1 5
1 3 6
2 4 −1

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

2 4 −1
6 9 −3
7 0 1

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
8 3 4
5 6 1
7 −1 0

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 0 1 5
0 7 −2 5
2 0 1 0
1 −3 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
3 −5
−3 4

)
, B =

(
4 1
1 2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 1 3 −5
−1 −1 1
1 5 −7



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


2 1 3 4
1 −1 3 5
−1 1 −3 −5
−2 2 −6 −10

1 −2 4 7


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

2x1 + 3x2 + x3 = 12,

2x1 + x2 + 3x3 = 16,

3x1 + 2x2 + x3 = 8

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

5x1 + 6x2 − 2x3 = 2,

2x1 + 3x2 − x3 = 9,

3x1 + 3x2 − x3 = 1

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
5x1 + 6x2 + x3 + 10x4 = 3,

5x1 + x2 + 2x3 + 5x4 = 7,

4x1 + 3x2 + x3 + 7x4 = 4

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = 9i− 3j + k, b = 3i− 15j + 21k è c = i− 5j + 7k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (7a− c), 5b ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −6a, 4c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 2a,−7b, 3c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà 2a,−7b, 4c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(4, 6, 8), B(5, 5,−3), C(3,−2, 4), D(1, 2, 2) � âåðøèíû ïèðà-
ìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ADC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ADC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû DM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (2;−1; 4) , b = (−3; 0;−2) , c = (4; 5;−3) ,
d = (0; 11;−14).
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Âàðèàíò 29

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 1 2 1 −1
−5 −3 −4 4

5 1 4 −3

 , B =


7 −3

11 0
5 4
−2 2


1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 3A2+2AT−5E , åñëèA =

(
5 −1
−2 5

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 7 4
−2 3

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M23 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A12.∣∣∣∣∣∣

−1 5 10
2 6 4
−4 3 7

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

8 0 −1
4 4 2
1 9 2

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
−1 9 10
4 1 5
1 0 −6

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 0 1 1
−4 2 5 3
3 1 0 −2
1 0 4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
4 −5
−2 3

)
, B =

(
−9 5
4 −2

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 3 1 2
2 1 1
1 −1 4



4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû



1 2 1 2
2 1 1 3
1 1 2 −5
−3 1 2 −17

2 −3 −2 10
3 2 4 −7


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

x1 − 2x2 + 3x3 = 14,

2x1 + 3x2 − 4x3 = −16,

3x1 − 2x2 − 5x3 = −8

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

3x1 + x2 − 2x3 = 6,

5x1 − 3x2 + 2x3 = 4,

−2x1 + 5x2 − 4x3 = 0

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
x1 + x2 − 3x3 = −2,

x1 − x2 + 2x3 − x4 = 1,

4x1 − 2x2 + 6x3 + 3x4 = 7

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −2i+ 4j − 3k, b = 5i+ j − 2k è c = 7i+ 4j − k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (−9a+ b), 7c ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −8b, 5c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a,−6b, 2c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, a ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà a,−6b, 5c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(1, 3, 1), B(−1, 4, 6), C(−2,−3, 4), D(3, 4,−4) � âåðøèíû ïè-
ðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABD);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABD);
â) ïëîùàäü ãðàíè (DBC);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû AM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà
d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (5; 4; 1) , b = (−3; 5; 2) , c = (2;−1; 3) , d = (7; 23; 4).
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Âàðèàíò 30

1.1. Äàíû ìàòðèöû A è B. Íàéòè AB, BA, ATB, BTAT , åñëè

A =

 0 2 −1
2 −1 2
3 −2 −1

 , B =

(
−10 3 2

5 4 1

)

1.2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ P (A) = 2A2−4AT +5A , åñëè A =

(
2 1
−2 0

)
2.1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà

∣∣∣∣ 12 −30
5 4

∣∣∣∣
2.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïî ïðàâèëó Ñàððóñà (èëè ïî ïðàâèëó òðåóãîëü-
íèêà), à òàêæå âû÷èñëèòü ìèíîð M21 è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå A32.∣∣∣∣∣∣

4 5 7
6 7 1
7 −2 1

∣∣∣∣∣∣
2.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ðàçëàãàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì 1-îé ñòðîêè è ïî
ýëåìåíòàì 3-åãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàòû ñðàâíèòü.∣∣∣∣∣∣

2 5 4
5 −2 8
7 4 1

∣∣∣∣∣∣
2.4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷èâ íóëè â êàêîé-ëèáî ñòðîêå èëè ñòîëáöå
è, ðàçëîæèâ ïî ýëåìåíòàì ýòîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà

1)

∣∣∣∣∣∣
−2 3 −1
4 5 −6
7 1 1

∣∣∣∣∣∣ ; 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −4 0
1 4 −2 0
−7 0 1 1
3 1 −5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå A ·X = B, åñëè A =

(
1 0
7 −5

)
, B =

(
1 4
−2 3

)
3.2. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó è ñäåëàòü ïðîâåðêó

 −2 1 3
1 2 3
−1 1 2


4.1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû


1 1 3 −2 3 4
2 2 4 −1 3 6
3 3 5 −2 3 6
2 2 8 −3 9 14


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5.1. Ðåøèòü ñèñòåìó à) ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà, á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
â) ìåòîäîì Ãàóññà 

3x1 + 4x2 − 2x3 = 11,

2x1 − x2 − x3 = 4,

3x1 − 2x2 + 4x3 = 11

5.2. Ïðîâåðèòü ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ðåøèòü åå ìå-
òîäîì Ãàóññà 

2x1 + x2 + x3 = 2,

5x1 + x2 + 3x3 = 4,

7x1 + 2x2 + 4x3 = 1

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì Ãàóññà
2x1 + 3x2 + 7x3 + x4 = 1,

x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 = 0,

3x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 4

6.1. Äàíû òðè âåêòîðà a = −9i+4j−5k, b = i−2j+4k è c = −5i+10j−20k.
Âû÷èñëèòü:
à) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (9a− 2b), 4c ;
á) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −6b, 7c;
â) ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ −2a, 7b, 5c ;

Ïðîâåðèòü áóäóò ëè:
ã) êîëëèíåàðíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû âåêòîðû b, c ;
ä) êîìïëàíàðíû òðè âåêòîðà −2a, 7b, 4c.

6.2. Äàíû òî÷êè A(2, 4, 1), B(−3,−2, 4), C(3, 5,−2), D(4, 2,−3) � âåðøèíû ïè-
ðàìèäû.

Íàéòè:
à) íàèìåíüøåå ðåáðî ãðàíè (ABC);
á) íàèáîëüøèé óãîë ãðàíè (ABC);
â) ïëîùàäü ãðàíè (ABD);
ã) îáúåì ïèðàìèäû ABCD ;
ä) äëèíó âûñîòû CM ïèðàìèäû.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a, b, c îáðàçóþò áàçèñ. Íàéòè êîîðäèíàòû âåê-
òîðà d â ýòîì áàçèñå, åñëè a = (11; 1; 2) , b = (−3; 3; 4) , c = (−4;−2; 7) ,
d = (−5; 11;−15).
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� 8. Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

1. Ðåøèòü ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

1) 2 ·

 −1 3
2 4
0 5

+X =

(
1 2 −3
−7 8 9

)T

;

2) 3 ·XT +

(
4 −1
3 4

)
= 2 ·

(
−1 0
2 −4

)
;

3)

(
3 −1
5 −2

)
·X ·

(
5 6
7 8

)
=

(
14 16
9 10

)
;

4)

 1 −1 0
2 4 −1
0 1 2

 ·X +

 1 2
−1 4
0 5

 =

 −1 6
−1 2
5 12

 .

2. Âû÷èñëèòü:

1)

 1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

2

; 2)

 0 1 0
2 0 3
0 0 1

3

; 3)

(
1 1
0 1

)n

; 4)

(
λ 1
0 λ

)n

.

3. Íàéòè A100, ãäå A =

 1 −2 1
−1 1 0
−2 0 1

 .

4. Íàéòè a, b, c, d, e, f , åñëè 1 −2 8
2 −4 16
−3 1 −9

 ·
 a c 5
b 1 e
3 d f

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

5. Âû÷èñëèòü

√(
1 2
0 1

)
.

6. Ðåøèòü ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé:


X + Y =

(
1 1
0 1

)
2X + 3Y =

(
1 0
0 1

)

7. Âû÷èñëèòü P (A), åñëè P (x) = x4− 2x2 + 3x− 5 è A =


−1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 .
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8. Äîêàçàòü, ÷òî:

∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1
1 x2 x2

2
1 x3 x2

3

∣∣∣∣∣∣ = (x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2).

9. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà∣∣∣∣∣∣
1 1 1
tgα tgβ tgγ
tg2α tg2β tg2γ

∣∣∣∣∣∣ =
sin(α− β) sin(β − γ) sin(γ − α)

cos2 α cos2 β cos2 γ

10. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

1)

∣∣∣∣∣∣
1 3 x
4 5 −1
2 −1 5

∣∣∣∣∣∣ = 0; 2)

∣∣∣∣∣∣
3 x −4
2 −1 3

x+ 10 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

11. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà:

1)

∣∣∣∣∣∣
3 −2 1
1 x −2
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣ < 1; 2)

∣∣∣∣∣∣
2 x+ 2 −1
1 1 −2
5 −3 x

∣∣∣∣∣∣ > 0.

12. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü n-ãî ïîðÿäêà:

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 1 5
0 1 0 5 1
2 1 2 3 2
0 3 0 1 3
3 2 1 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; 4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a 0 ... 0 0
1 1 + a a ... 0 0
0 1 1 + a ... 0 0
... ... ... ... ... ..
0 0 0 ... 1 + a a
0 0 0 ... 1 1 + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 0 0 0
3 8 0 0 0 0
−2 3 2 −1 0 0
7 2 3 2 0 0
5 −1 3 5 7 −5
2 3 7 2 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; 5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ 1 1 1 ... 1 1
−1 x 0 ... 0 0
0 −1 x ... 0 0
... ... ... ... ... ..
0 0 0 ... x 0
0 0 0 ... −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ 1 x x ... x x

1 a x ... x x
1 0 a ... x x

... ... ... ... ... ...
1 0 0 ... a x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; 6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a a ... a
b x 0 ... 0
b 0 x ... 0
... ... ... ... ...

b 0 0 ... x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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13. Ðåøèòü äàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðà t: 

2x− y + 3z = −7,
x+ 2y − 6z = t,
tx+ 5y − 15z = 8

14. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
−λx1 + x2 + · · ·+ xn = 0,
x1 − λx2 + · · ·+ xn = 0,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ,
x1 + x2 + · · · − λxn = 0

èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ?

15. Óñòàíîâèòü ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé â äàííîé ñèñòåìå è
íàéòè åå îáùåå ðåøåíèå:

x1 + x2 − x3 − 2x4 − 2x5 = 0,
2x1 + 3x2 − 2x3 − 5x4 − 4x5 = 0,

x1 − x2 − x3 − 2x5 = 0,
x1 − 2x2 − x3 + x4 − 2x5 = 0

16. Èññëåäîâàòü äàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé è íàéòè åå îáùåå ðåøåíèå â
çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ

5x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = 3,
4x1 − 2x2 + 3x3 + 7x4 = 1,
3x1 − 6x2 − x3 − 5x4 = 9,

7x1 − 3x2 + 7x3 + 17x4 = λ

17. Óêàçàòü, ïðè êàêèõ λ äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèÿ èëè
íåñîâìåñòíà: 

λx1 + x2 + x3 + x4 = 1,
x1 + λx2 + x3 + x4 = 1,
x1 + x2 + λx3 + x4 = 1,
x1 + x2 + x3 + λx4 = 1

18. Íàéòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ λ :
λx1 + x2 + x3 = 0,
x1 + λx2 + x3 = 0,
x1 + x2 + λx3 = 0
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19. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ ðàíã ìàòðèöû

1)

 1 3 −4
a 0 1
4 3 −3

 ðàâåí 2; 2)

 a 2 3
0 a− 2 4
0 0 7

 ðàâåí 2;

3)

 1 −1 2
0 2 1
3 a −1

 ðàâåí 3.

20. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ èññëåäîâàòü ðàíã ìàòðèöû

1)

 1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1

 ; 2)


−1 2 3 4
0 1 λ 2
1 −3 0 −6
−2 4 6 8

 .

21. Äàíû òðè âåêòîðà: a = 2i − j + 3k, b = i − 3j + 2k, c = 3i + 2j − 4k.
Íàéòè âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿ: x·a = −5, x·b = −11,
x · c = 20.

22. Âåêòîð x, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê îñè OZ è âåêòîðó a = (−8;−15; 3),
îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ OX. Çíàÿ, ÷òî |x| = 51, íàéòè êîîðäèíàòû x.

23. Îáúåì ïèðàìèäû V = 5, òðè åå âåðøèíû íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõA(2; 1;−1),
B(3; 0; 1), C(2;−1; 3). Íàéòè êîîðäèíàòû ÷åòâåðòîé âåðøèíû D, åñëè èçâåñò-
íî, ÷òî îíà ëåæèò íà îñè OY.

24. Äàíû äâà âåêòîðà a = (8; 4; 1), b = (2;−2; 1). Íàéòè âåêòîð c, êîìïëà-
íàðíûé âåêòîðàì a è b, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê âåêòîðó a, ðàâíûé åìó ïî äëèíå
è îáðàçóþùèé ñ âåêòîðîì b òóïîé óãîë.

25. Óáåäèâøèñü, ÷òî âåêòîðû a = 7i + 6j − 6k è b = 6i + 2j + 9k ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ðåáðà êóáà, íàéòè åãî òðåòüå ðåáðî.

26. Äàíû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ, ñëóæàùèõ ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà, ïî
äâóì âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì îðòàì:

−→
AB = 5a + 2b,

−−→
BC = 2a − 4b, è−→

CA = −7a+ 2b. Âû÷èñëèòü äëèíû ìåäèàíû
−−→
AM è âûñîòû

−−→
AD òðåóãîëüíèêà

ABC.

27. Äîêàçàòü êîìïëàíàðíîñòü âåêòîðîâ a, b, c, çíàÿ, ÷òî a×b+b×c+c×a = 0
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� 9. Òåñòîâûå çàäàíèÿ

Çàäàíèå � 1 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)

Îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣ 2 3
1 −2

∣∣∣∣ ðàâåí ...
1) −1 2) −7
3) 3 4) 7

Çàäàíèå � 2 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)

Îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣
−2 1 1
3 2 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ ðàâåí ...
1) -1 2) 1
3) 5 4) -5

Çàäàíèå � 3 (. � âïèøèòå îòâåò)

Åñëè îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣ −3 a

b 7

∣∣∣∣ ðàâåí 1

6
, òî îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣
24 0 0
23 −3 a

22 b 7

∣∣∣∣∣∣ ðà-
âåí ...

-

Çàäàíèå � 4 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)

Åñëè A =

(
−1 2
4 −5

)
è B =

(
1 −1
0 2

)
, òî ìàòðèöà C = 2A + B èìååò

âèä ...

1)

(
1 −3
8 −8

)
2)

(
−1 3
4 −3

)
3)

(
−1 3
8 −8

)
4)

(
0 1
8 −8

)
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Çàäàíèå � 5 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)

Äàíû ìàòðèöû A =

(
3 1
0 2

)
è B =

(
5 2
1 4

)
. Òîãäà ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî

óðàâíåíèÿ A+X = B ÿâëÿåòñÿ ...

1)

(
−2 1
3 0

)
2)

(
2 1
1 2

)
3)

(
2 −1
−1 2

)
4)

(
−2 −1
−1 −2

)

Çàäàíèå � 6 (⇔ � óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå)

Äàíû ìàòðèöà A =

(
3 2
−1 4

)
è òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà

B = AT =

(
b11 b12

b21 b22

)
. Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè

òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû bij è ýëåìåíòàìè ìàòðèöû A

1) b11 a) 2
2) b12 b) 1
3) b21 c) 4
4) b22 d) −3

e) 3
f) −1

Çàäàíèå � 7 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)

Äàíû ìàòðèöû A =

(
−3 4 2
1 −6 0

)
è B =

(
12 20 28
−4 3 27

)
. Òîãäà ìàòðèöà

X, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 2A+ 3X = B, ðàâíà ...

1)

(
18 12 24
−6 15 27

)
2)

(
15 16 26
−5 9 27

)
3)

(
2 4 8
−2 −3 9

)
4)

(
6 4 8
−2 5 9

)
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Çàäàíèå � 8 (� � âûáåðèòå íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îòâåòà)

Äëÿ ìàòðèö A =

(
2 1 3
3 0 4

)
è B =

 2 4
3 1
1 5

 è òðàíñïîíèðîâàííûõ ê íèì

îïðåäåëåíû ïðîèçâåäåíèÿ ...
1) AB 2) ABT

3) BTA 4) BA
5) BTAT

Çàäàíèå � 9 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)

Åñëè A =

(
3 2 1
0 1 2

)
è B =

 1
2
3

 , òîãäà ìàòðèöà C = A ·B èìååò âèä ...

1)

(
8
10

)
2)

(
10
8

)
3)

 10
8
0

 4)

(
10
9

)

Çàäàíèå � 10 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)
Äàíû ìàòðèöû A ðàçìåðíîñòè 3× 5 è B ðàçìåðíîñòè 5× 3. Ïðîèçâåäåíèå
AB ñóùåñòâóåò è èìååò ðàçìåðíîñòü ...
1) 3× 3 2) 3× 5
3) 5× 3 4) 5× 5

Çàäàíèå � 11 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)

Äëÿ ìàòðèö A è B íàéäåíî ïðîèçâåäåíèå AB, ïðè÷åì A =

(
2 1 3
0 5 1

)
.

Òîãäà ìàòðèöåé B ìîæåò áûòü ìàòðèöà ...

1)

(
2 1 3
0 1 −4

)
2)

(
−4 5 6

)
3)

 1
−3
0

 4)

(
−2 1
3 0

)
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Çàäàíèå � 12 (⇔ � óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå)

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

{
2x1 + x2 = 4,
4x1 + 5x2 = 6

, ðåøàåòñÿ ïî ïðàâèëó Êðà-

ìåðà. Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïðåäåëèòåëÿìè ñèñòåìû è èõ çíà-
÷åíèÿìè.
1) ∆ a) -4
2) ∆1 b) 2
3) ∆2 c) 6

d) 14

Çàäàíèå � 13 (� � âûáåðèòå íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îòâåòà)
Ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí k. Ïðàâèëüíûìè óòâåðæäåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ...
1) âñå ìèíîðû ïîðÿäêà k − 1 ìàò-
ðèöû A ðàâíû íóëþ

2) ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû A ìîæåò
áûòü áîëüøå k

3) ëþáîé ìèíîð ìàòðèöû A ïîðÿä-
êà k + 1 ðàâåí íóëþ

4) ìàòðèöà A èìååò îòëè÷íûé îò
íóëÿ ìèíîð ïîðÿäêà k

Çàäàíèå � 14 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)

Åñëè (x0; y0; z0) � ðåøåíèå ñèñòåìû


x+ y + z = −2,
x− y = −7,
2x+ 3y = 1

, òîãäà x0 − y0 + z0

ðàâíî ...
1) −6 2) −2
3) 6 4) −8

Çàäàíèå � 15 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)

Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
x− 2y − z = 3,
4x+ 5y + z = 6

èìååò ðàç-

ìåðíîñòü ...
1) 2× 3 2) 4× 2
3) 2× 4 4) 3× 2
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Çàäàíèå � 16 (. � âïèøèòå îòâåò)
Ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì ñâîáîäíûõ è áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé


2x1 + 3x2 + 7x3 + 11x4 − x5 = 0,

x2 − 4x3 + x4 + 11x5 = 0,
x3 + x4 + 2x5 = 0

ðàâíà ...

-

Çàäàíèå � 17 (© � âûáåðèòå îäèí âàðèàíò îòâåòà)

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé


x1 − 3x2 − x3 + 2x4 + x5 = 0,
x2 + x3 − 2x4 + x5 = 0,
2x3 + x4 − 4x5 = 0

íåçàâèñèìûìè (ñâî-

áîäíûìè) ïåðåìåííûìè ìîæíî ñ÷èòàòü ...
1) x5 2) x1, x2, x3

3) x1, x2, x3, x4, x5 4) x4, x5

Çàäàíèå � 18 (⇔ � óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå)
Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è åå ðàñøè-
ðåííîé ìàòðèöåé.

1)


x1 + x2 = 3,

−x2 + x3 − 4 = 0,
−3x1 + x2 − x3 = 0

a)

 1 0 1 3
0 1 1 4
−3 1 1 2


2)


−2x1 + x3 = −3,

2x2 + x3 = 0,
−3x1 + 2x2 = 4

b)

 3 −1 1 4
1 0 1 0
−2 0 1 1


3)


x1 + x3 − 3 = 0,
x2 + x3 = 4,

−3x1 + x2 + x3 = 2
c)

 −2 0 1 −3
0 2 1 0
−3 2 0 4


4)


3x1 − x2 + x3 = 4,

x1 + x3 = 0,
−2x1 + x3 − 1 = 0

d)

 1 1 0 3
0 −1 1 4
−3 1 −1 0


e)

 1 1 0 3
−1 1 −4 0
−3 1 −1 0


f)

 1 1 −3 0
0 1 1 4
−3 1 1 2


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Îòâåòû

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

1. 1) X =

 1 −13
−2 0
−3 −1

 ; 2) X =

(
−2 1/3
1/3 −4

)
; 3)

(
1 2
3 4

)
; 4)

 −1 3
1 −1
2 4

 .

2. 1)

 9 0 0
0 9 0
0 0 9

 ; 2)

 0 2 3
4 0 9
0 0 1

 ; 3)

(
1 n
0 1

)
; 4)

(
λn nλn−1

0 λn

)
.

3. A100 =

 1 −20 100
−100 9901 −4950
−200 19800 −9899

 . 4. a = −6, b = 9, c = −2/3, d = 1/3,

e = −15/2, f = −5/2. 5. A1 =

(
1 1
0 1

)
, A2 =

(
−1 −1
0 −1

)
.

6. X =

(
2 3
0 2

)
, Y =

(
−1 −2
0 −1

)
. 7.


−9 0 0 0
0 9 0 0
0 0 −3 0
0 0 0 −5

 . 10. 1) x = −3;

2) x1 = −10, x2 = 2. 11. 1) x > 3, 5; 2) −6 < x < −4. 12. 1) 168; 2) 42;
3) an +(a−x)n−1; 4) 1; 5) (xn+1−1)x− 1; 6) xn− (n−1)abxn−2. 13. ïðè t 6= −1
è t 6= 5 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; åñëè t = 5, òî x = −9/5, y = (15a + 17)/5,
z = a; åñëè t = −1, òî x = −3, y = 3a + 1, z = a, ãäå a � ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî. 14. λ = n − 1, λ = −1. 15. x1 = x3 + x4 + 2x5, x2 = x4. 16. ïðè
λ 6= 0 ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; ïðè λ = 0 ñèñòåìà ñîâìåñòíà è åå îáùåå ðåøåíèå:
x1 = (−5x3 − 13x4 − 3)/2, x2 = (−7x3 − 19x4 − 7)/2. 17. åñëè λ = −3, òî
ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; åñëè λ 6= 1, λ 6= −3, òî x1 = x2 = x3 = x4 = 1/(λ + 3);
åñëè λ = 1, òî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì x1 +x2 +x3 +x4 = 1.
18. åñëè (λ+2)(λ−1) 6= 0, òî x1 = x2 = x3 = 0; åñëè λ = −2, òî x1 = x2 = x3;
åñëè λ = 1, òî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì x1 + x2 + x3 = 0.
19. 1) a = 3; 2) a1 = 0, a2 = 2; 3) a 6= 17. 20. 1) åñëè λ = 3, ðàíã ðàâåí 2;
åñëè λ 6= 3, ðàíã ðàâåí 3; 2) åñëè λ = −3, ðàíã ðàâåí 2; åñëè λ 6= −3, ðàíã
ðàâåí 3. 21. x = 2i + 3j − 2k. 22. x = (45; 24; 0). 23. D1(0; 8; 0), D2(0;−7; 0).

24. c = (−5/
√

2; 11/
√

2;−4/
√

2). 25. ±(6i− 9j − 2k). 26. |
−−→
AM | = 6,

|
−−→
AD| = 12

√
5/5.

Òåñòîâûå çàäàíèÿ
�1 2); �2 3); �3 4; �4 3); �5 2); �6 1)-e, 2)-f, 3)-a, 4)-c; �7 4); �8 1), 4),
5); �9 2); �10 1); �11 3); �12 1)-c, 2)-d, 3)-a; �13 2), 4); �14 4); �15 3);
�16 −1; �17 4); �18 1)-d, 2)-c, 3)-a, 4)-b.
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Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ:

A,B,C, ... � ìàòðèöû

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 � ìàòðèöà A

aij � ýëåìåíò îïðåäåëèòåëÿ èëè ìàòðèöû, ñòîÿùèé â i-îé ñòðîêå, j-îì ñòîëáöå

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

4 � îïðåäåëèòåëü

detA èëè | A | � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A

A
m×n

� ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ m íà n (m � êîë-âî ñòðîê, n � êîë-âî ñòîëáöîâ)

AT =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


T

=


a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

 � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà

Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij îïðåäåëèòåëÿ èëè ìàòðèöû

Mij � ìèíîð ýëåìåíòà aij îïðåäåëèòåëÿ èëè ìàòðèöû

A∗ =


A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 � ïðèñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà

Ã � ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà

rang(A) � ðàíã ìàòðèöû A

a, b,
−→
AB,
−→
AC, ... � âåêòîðû

a = xai+ yaj + zak èëè a = (xa, ya, za) � âåêòîð a ñ êîîðäèíàòàìè xa, ya è za

|a| � ìîäóëü (äëèíà) âåêòîðà a
a · b � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
a× b � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
a b c � ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
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Îñíîâíûå ôîðìóëû:

1. Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21

2. Ïðàâèëî Ñàððóñà (Ñàððþñà) äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé òðåòüåãî
ïîðÿäêà

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a11 a12

a21 a22

a31 a32

Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

Z
Z
Z
Z
Z
ZZ~

�
�

�
�

�
��=

�
�

�
�
�

��=

�
�
�

�
�
��=

= a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a13 · a21 · a32−
−a13 · a22 · a31 − a11 · a23 · a32 − a12 · a21 · a33.

3. Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé òðåòüåãî ïîðÿäêà∣∣∣∣∣∣
◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

∣∣∣∣∣∣ =

d d dd d dd d d@
@
@

@@��
�

�
��@@

�
�
�

�
�� −
d d dd d dd d d�
�
��� A
A
A

H
HH��

A
A
A

H
HH

4. Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíåíèÿ
Aij = (−1)i+j ·Mij

5. Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 + a13A13

6. Íàõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû A−1 äëÿ ìàòðèöû A

A−1 =
1

detA
A∗ èëè A−1 =

1

detA

 A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33


7. Ïðàâèëî Êðàìåðà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

xi =
∆xi

∆
,

ãäå xi - i-àÿ íåèçâåñòíàÿ â ñèñòåìå, ∆ - îñíîâíîé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû,
∆xi - âñïîìîãàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç îñíîâíîãî
çàìåíîé i-îãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ

8. Ôîðìóëà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé
ìàòðèöû (ìàòðè÷íûé ìåòîä)
X = A−1B,
ãäå X - ìàòðèöà-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ, A−1 - îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðè-
öå A (ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ), B - ìàòðèöà-ñòîëáåö
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòåìû
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9. Ôîðìóëà íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà
−→
AB−→

AB = (xB − xA; yB − yA; zB − zA),
ãäå òî÷êà A(xA, yA, zA) - íà÷àëî âåêòîðà, à òî÷êà B(xB, yB, zB) - êîíåö
âåêòîðà

10. Ìîäóëü (äëèíà) âåêòîðà
|a| =

√
x2

a + y2
a + z2

a èëè∣∣∣−→AB∣∣∣ =
√

(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2

11. Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (ïî îïðåäåëå-
íèþ)
a · b = |a||b|cosα,
ãäå α - óãîë ìåæäó çàäàííûìè âåêòîðàìè

12. Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (ïðè çàäàííûõ
êîîðäèíàòàõ âåêòîðîâ)
a · b = x1x2 + y1y2 + z1z2,

13. Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (ïðè çàäàííûõ
êîîðäèíàòàõ âåêòîðîâ)

a× b =

∣∣∣∣∣∣
i j k
x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣
14. Ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (ïî îïðåäåëåíèþ)
|a× b| = |a||b|sinα,
ãäå α - óãîë ìåæäó çàäàííûìè âåêòîðàìè

15. Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (ïðè çàäàííûõ
êîîðäèíàòàõ âåêòîðîâ)

abc =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
16. Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ âåêòîðîâ

a · b = 0

17. Óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè äâóõ âåêòîðîâ
x1

x2
=
y1

y2
=
z1

z2

18. Óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè òðåõ âåêòîðîâ
a b c = 0
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19. Óãîë ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè

cosα =
a · b
|a| ·

∣∣b∣∣ =
xa · xb + ya · yb + za · zb√
x2

a + y2
a + z2

a ·
√
x2

b + y2
b + z2

b

,

ãäå a, b - âåêòîðû, îáðàçóþùèå óãîë α

20. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà
Sïàðàëë-ìà = |a× b|,
ãäå a, b - âåêòîðû, îáðàçóþùèå ïàðàëëåëîãðàìì

21. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà

S∆ =
1

2
Sïàðàëë-ìà

22. Îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà
Vïàðàëë-äà = |abc|,
ãäå a, b, c - âåêòîðû, îáðàçóþùèå ïàðàëëåëåïèïåä

23. Îáúåì ïèðàìèäû

Vïèðàìèäû =
1

6
Vïàðàëë-äà èëè

Vïèðàìèäû =
1

3
Sîñíh.
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