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Введение 

 

Обобщением определенного интеграла на случай функции нескольких 

переменных является кратный интеграл. К кратным интегралам приводит и 

решение многих практических задач: вычисление объема тела, массы 

плоской пластики и т.д. 

В данных методических указаниях подробно рассматриваются двойной 

и тройной интегралы, их вычисление и приложения. 

Студенту предлагается изучить соответствующий теоретический 

материал: определение и основные свойства, вычисление, замена 

переменных в двойном и тройном интегралах. Также необходимо 

ознакомиться с решением типовых задач по теме (изменение порядка 

интегрирования, вычисление двойного, тройного интегралов, нахождение 

площади, массы плоской пластинки, объема тела). 

В конце методических указаний приведены 30 вариантов заданий для 

выполнения расчетно-графической работы, что позволяет проверить уровень 

усвоения материала по теме.  
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1. Двойной интеграл 

 

1.1 Определение и основные свойства двойного интеграла 

 

Рассмотрим в плоскости XOY замкнутую область D, ограниченную 

линией L. Пусть в каждой точке P(x,y) определена непрерывная функция 

z=f(P). 

 
Разобьем область D произвольным образом на n частей ∆Si. В каждой 

из площадок выберем точку Pi  и вычислим в ней значение функции zi =f(Pi). 

Составим сумму произведений вида f(Pi)∆Si: 





n

i

iinnn SPfSPfSPfSPfV
1

2211 )()(...)()( . 

Эта сумма называется интегральной суммой для функции z=f(P) в 

области D. 

Диаметром di площадки ∆Si назовем наибольшее из расстояний между 

двумя точками границы этой площадки. 

Если при max di→0 интегральная сумма Vn имеет определенный 

конечный предел 





n

i

ii
d

SPfI
i 1

0max
)(lim , не зависящий от способа разбиения 

области D на частичные области ∆Si и от выбора точек Pi внутри каждой из 

них, то этот предел называется двойным интегралом от функции f(P) в 

области D и обозначается таким образом 

 



D

n

i

ii
d

dSyxfSPf
i

),()(lim
1

0max
, 

где f(x,y) – подынтегральная функция; 

f(x,y)dS – подынтегральное выражение; 

D – область интегрирования. 

 

Основные свойства двойного интеграла. 

 

1. dSyxfdSyxfdSyxfyxf
D D D

   ),(),()),(),(( 2121 ; 

X 

Y 

L 

O 

D 

 

Si

Pi . 

X 
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2.  
DD

dSyxfcdSyxfc ),(),( ; 

3. ,),(),(),(

21

 
DDD

dSyxfdSyxfdSyxf  где D= D1 U D2. 

 

1.2. Вычисление двойного интеграла 

 

Выражение вида  
b

a

xy

xy

D dyyxfdxI

)(

)(

2

1

);(  называют повторным или 

двукратным интегралом по области D, D – область, ограниченная линиями 

x=a; x=b; y=y1(x); y=y2(x). 

Если область D ограничена линиями y=c; y=d; x=x1(y); x=x2(y), то 

повторный интеграл по области D имеет вид:  
d

c

yx

yx

D dxyxfdyI

)(

)(

2

1

);( . 

Область D называется правильной, если всякая прямая, проходящая 

через область D, пересекает ее границу не более чем в двух точках. 

Если функция z=f(P) непрерывна в области D и область D – 

правильная, то двойной интеграл от этой функции по области D равен 

повторному интегралу по той же области. 

    
D

xy

xy

d

c

yx

yx

b

a

dxyxfdydyyxfdxdSPf

)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),()( . 

 

1.3. Замена переменных в двойном интеграле 

 

Пусть в плоскости XOY дана область D, ограниченная линией L. 

Предположим, что координаты x и y являются функциями новых 

переменных u и v: x = (u,v), y =  ψ(u,v); причем функции (u,v) и ψ(u,v) 

однозначны, непрерывны и имеют непрерывные производные в некоторой 

области D. 

Определитель I вида  

vu

vuI





















  

называется функциональным определителем функций (u,v) и ψ(u,v). 

Его называют также якобианом по имени немецкого математика Якоби.  

Пусть функция z = f(x,y) непрерывна в области D, тогда функция F(u,v) 

= f(φ(u,v),ψ(u,v)) непрерывна в области D′ и выполняется равенство: 

 



D D

dudvIvuFdxdyyxf ),(),( . 

Это и есть формула преобразования координат в двойном интеграле. 
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Рассмотрим частный случай перехода от декартовых координат к 

полярным координатам. В этом случае   vu , . 

 sin,cos  yx ,  






























sincos

cossin

yy

xx

I . 

Следовательно, I  и формула перехода от декартовых координат к 

полярным имеет вид: 

 
D D

ddFdxdyyxf  ),(),( . 

 

2. Тройной интеграл 

 

2.1. Определение и свойства тройного интеграла 

 

Пусть в пространстве задана некоторая область V, ограниченная 

замкнутой поверхностью S. Пусть в области V и на её границе определена 

некоторая непрерывная функция u=f(x,y,z), где x,y,z – прямоугольные 

координаты точек области V. 

Разобьём область V произвольным образом на области Vi с диаметрами 

di и объемами ΔVi . В каждой такой области выберем точку Pi(xi,yi,zi)и 

вычислим в ней значение функции ui=f(Pi). 

Интегральной суммой для функции f(x,y,z) по области V называется 

сумма вида iV


n

1i

i )f(P . 

Предел интегральной суммы при стремлении к нулю наибольшего из 

диаметров di называется тройным интегралом от функции f(x,y,z) по области 

V и обозначается символом: 

 





n

i V

ii
d

dVPfdVPf
i 1

0max
)()(lim . 

Если функция f(x,y,z) ограничена в области V, то тройной интеграл по 

области V существует. Если область V определяется неравенствами: a ≤ x ≤b; 

y1(x) ≤ y ≤ y2(x); z1(x,y) ≤ z ≤ z2(x,y), где y1(x), y2(x), z1(x,y), z2(x,y) – 

непрерывные функции, то тройной интеграл по области V от функции f(x,y,z) 

вычисляется по формуле:  

 

),(

),(

)(

)(V

2

1

2

1

),,(

yxz

yxz

xy

xy

b

a

dzzyxfdydxf(P)dV . 
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2.2 Замена переменных в тройном интеграле 

 

Пусть функции ),,,( twux   ),,( twuy  , ),,( twuz   взаимно 

однозначно отображают область V в криволинейных координатах u,w,t. 

Пусть при этом элемент объема ∆Vi области V переходит в элемент 

∆Vi′ области V′ и выполняется условие I
V

V

VV






lim . 

Определить I, называемый якобианом, численно равен определителю 

третьего порядка, который вычисляется по формуле: 

t

z

w

z

u

z
t

y

w

y

u

y
t

x

w

x

u

x

I



































  

При выполнении этих условий  

       dudwdtItwutwutwufdydzf(x,y,z)dx
V V'

  ,,,,,,,,  . 

В случае цилиндрических координат имеем cosx ,  siny , z=z. 











100

0cossin

0sincos

I . 

Для сферических координат cossinrx  ,  sinsinry  , cosrz  . 









sin

0sincos

cossinsincossinsin

sinsincoscoscossin
2r

r

rr

rr

I 





 . 

 



 9 

Пример выполнения расчетно-графической работы 

 

Задача 1. Изменить порядок интегрирования. 

 







0

3

42

0

4

0

3

2

22

),(),(dx
xx

dyyxfdxdyyxf  

Решение. Изобразим область интегрирования на чертеже: 

 
Область интегрирования D состоит из двух областей D1 и D2, D1 – 

ограничена линиями: прямыми 3х , y=0 и дугой окружности y= 24 x ; 

D2 ограничена прямыми 3х , y=0 и дугой окружности y=2- 24 x . 

Найдем точку пересечения окружностей М: 












2

2

42

4

xy

xy
 

Приравнивая правые части уравнений системы, получим: 
22 424 xx  ; откуда 3х ; тогда 134 y . Точка М 

имеет координаты 3х , y=1. 

Изменяя порядок интегрирования, видим: y изменяется от 0 до 1. При 

этом x меняется от окружности x2+y2=4 до окружности y=2- 24 x . 

Окончательно получим: 
















2

2

22 4

4

1

0

42

0

0

3

4

0

3

2

),(),(),(

yy

y

xx

dxyxfdydyyxfdxdyyxfdx . 

 

Задача 2. Вычислить двойной интеграл 
D

dxdy
xy

y
2

cos2 , где D: 

область, ограниченная линиями: x=0, y= 2 , y=2x. 

Решение. Изобразим область D: 

O 

1 

1     -2      3       -1 

M 

 

D1 

D2 

Y 

X 
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Анализируя область интегрирования, замечаем: x меняется от 0 до 

прямой 
2

y
x  ; при этом y меняется от 0 до 2 . 

4
2

cos140cos
4

2
cos4

4
cos4

44
sin4

4
sin2

2

2
sin

2
cos

2
cos

0

222

0

222

0

2

2

0

2

0

2

0

2
2

0

22




































 





 

yy
d

y
dy

y
y

y

xy
ydydx

xy
ydydxdy

xy
y

y
y

D

 

Ответ: 
D

dxdy
xy

y
2

cos2  = 4. 

 

Задача 3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: x2+y2=12, 

x 26 y . 

Решение. Изобразим данную фигуру: 

 
Найдем точки пресечения линий, ограничивающих данную фигуру: 











2

22

6

12

yx

yx
. 

01262  xx ;  

2

636

2

546

2

4866
2,1








x ; 

2

186

2

636
62 













 
y ; 

Y 

X O 32  
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y2=6;  

6y . 

Площадь фигуры вычислим по формуле: 


D

dxdyS ; 

Учитывая симметрию фигуры относительно оси OX, получим: 

 

.
2

23
23

2

3

3

6

6

1

2

1

4
6

6

1
12

6
1222

36

0

2
6

0

2

6

0

2
2

12

6

6

0

2

2






































dyydyy

dy
y

ydxdydxdyS

y

yD

 

Ответ: S=
2

23 
 (ед2.) 

  

Задача 4. Вычислить zdxdydzx
V


2 , V: y=3x, y=0, x=2, z=xy, z=0. 

Решение. 



  





2

0

8
2

0

872

0 0

332

0

3

0

3

0

242

00

2
2

2

0

2
3

0

2

0

2

.1442
16

9

82

9

2

9

32

22

x
dx

x
dx

yx

dy
yx

dxdy
z

xdxzdzxdydxzdxdydzx

x

xy x xxyx

V
 

Ответ: zdxdydzx
V


2  = 144. 

 

Задача 5. Пластинка D задана ограничивающими её кривыми, μ – 

поверхностная плотность. Найти массу пластинки. 

D: .
2

9
16);0(,16,0,

4

1 2
2 y

xyxyyx    

Решение. Масса пластинки m равна: 


D

dxdyyxm .),(  

Подставляя данные задачи, получим: 

 
D

dxdy
y

xm )
2

9
16(

2

 

Изобразим область D: 
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Расставляя пределы интегрирования в двойном интеграле, получим: 

.2
32

1
64

4

1
64

5

2
1601609664

2

3
16

2

9
16

2

5

4

1

0

2

54

1

0

4

1

0

2

3

2

3

2

3

4

1

0 0

434

0

24

1

0

















































 



xdxxdxxx

dx
y

xydy
y

xdxm
xx

 

Ответ: m=2. 

 

Задача 6. Найти объем тела, заданного ограничивающими его 

поверхностями: 

.
2

1
,0,22,217  yzzyxyx  

Решение. Объем тела V равен: 


V

dxdydzV .  

Переходя к повторному интегралу, получим: 











































2

1

0

2

3

2

32

1

0 22

217

217

22

2

1

00

2

1
217

22

2

1

0

2

1

0

217

22

2

1

0

2221722
2

17

2

1

2

1

dyyyyydyxyx

dxydydxzdydzdxdyV

y

y

y

y

yy

y

y
y

y
 

.1
4

6

2

5

)2(

1
26

22

1
25

5

2
215

3

2

2

215
2152

2

15

5

0

2

1
2

5

0

2

1
2

3

2

1

0

2

3

















 

yy
dyyy

 

Ответ: V=1. 
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Варианты расчетно-графической работы 
 

Задание 1. Изменить порядок интегрирования. 

1.   


  


1

2

0

1

00

2 yy

fdxdyfdxdy . 

2.   



1

0

2

1

0

2

0

2yy

fdxdyfdxdy . 

3.   




1

0

2

1

2

00

2yy

fdxdyfdxdy . 

4.   



1

0

2

1

2

00

yy

fdxdyfdxdy . 

5.   


 


1

2

0

1

00

2 2 xx

fdydxfdydx . 

6.    

21

0

1

21

arccos

0

arcsin

0

yy

fdxdyfdxdy . 

7.   


 




1

2

0

1 0

2

0

yy

fdxdyfdxdy . 

8.   





1

0 1

ln

1

0 e y

y

fdxdyfdxdy . 

9.   


 




1

2

0

1 0

2

0

22 xx

fdydxfdydx . 

10.   


  


3

2

0

3

0

24

0

4 22 xx

fdydxfdydx . 

11.    



1

0 1

1

ln

1

1 2

e

xx

fdydxfdydx . 

12.   



1

0

2

1

2

00

3 yy

fdxdyfdxdy . 

13.    

4

0

2

4

cos

0

sin

0

 



yy

fdxdyfdxdy . 

14.   


 


1

2

0

1

00

)2( 3 xx

fdydxfdxdx . 

15.    
1

0 1

1

ln0

e

y

y

fdxdyfdxdy . 

16.   



1

0

2

1

0

2

0

yy

fdxdyfdxdy . 

17.   



1

0

2

1

0

2

0

2yy

fdxdyfdxdy . 

18.   



1

0

2

1

2

00

2 yy

fdxdyfdxdy . 

19.   



3

0

2

3

0

4

0

24 22 xx

fdydxfdydx . 

20.   


 


1

2

0

1

00

)2( 3 yy

fdxdyfdxdy . 

21.    
1

0 1

1

ln0

e

y

y

fdxdyfdxdy . 

22.   



1

0

2

1

2

00

22 xx

fdydxfdydx . 

23.    

4

0

2

4

cos

0

sin

0

 



xx

fdydxfdydx . 

24.   


 


1

2

0

1

00

2 2 yy

fdxdyfdxdy . 

25.   



1

0

2

1

2

00

2 xx

fdydxfdydx . 

26.   



3

0

2

3

4

0

42

0

22 xx

fdydxfdydx . 

27.   



1

0

2

1

0

2

0

xx

fdydyfdydx . 

28.   



1

0

2

1

2

00

2xx

fdydyfdydx . 
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29.   



1

0

2

1

2

00

2yy

fdxdyfdxdy . 

30.   



1

0

2

1

2

00

xx

fdydyfdydx . 

 

Задание 2. Вычислить двойной интеграл. 

1. 
D

xy

dxdyye 2 ; 4,2,3ln,2ln:  xxyyD . 

2. 
D

dxdy
xy

y
2

sin2 ; 
2

,,0:
x

yyxD   . 

3. 
D

xydxdyycos ; 2,1,,
2

:  xxyyD 


. 

4. 


D

xy

dxdyey 42 ; xyyxD  ,2,0: . 

5. 
D

xydxdyysin ; 2,1,,
2

:  xxyyD 


. 

6. 
D

dxdy
xy

y
2

cos2 ; 
2

,
2

,0:
x

yyxD 


. 

7. 
D

xydxdyye24 ; 1,
2

1
,4ln,3ln:  xxyyD . 

8. 
D

xydxdyy sin4 2 ; xyyxD  ,
2

,0:


. 

9. 
D

xydxdyy 2cos ; 1,
2

1
,,

2
:  xxyyD 


. 

10. 


D

xy

dxdyey 82
; 

2
,2,0:

x
yyxD  . 

11. 
D

xydxdyy 2sin12 ; 3,2,
2

,
4

:  xxyyD


. 

12. 
D

xydxdyy cos2 ; xyyxD  ,,0:  . 

13. 
D

xy

dxdyye 4 ; 8,4,3ln,2ln:  xxyyD . 

14. 
D

xydxdyy sin4 2 ; xyyxD 2,2,0:   . 
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15. 
D

xydxdyy 2cos2 ; 2,1,
2

,
4

:  xxyyD


. 

16. 


D

xy

dxdyey 22 ; xyyxD  ,2,0: . 

17. 
D

xydxdyysin ; 1,
2

1
,2,:  xxyyD  . 

18. 
D

xydxdyy 2cos2 ; 
2

,
2

,0:


 yyxD . 

19. 
D

xydxdyye48 ; 
2

1
,

4

1
,4ln,3ln:  xxyyD . 

20. 
D

dxdy
xy

y
2

sin3 2 ; xyyxD
3

2
,

3

4
,0: 


. 

21. 
D

xydxdyycos ; 1,
2

1
,3,:  xxyyD  . 

22. 


D

xy

dxdyey 22 ; 
2

,1,0:
x

yyxD  . 

23. 
D

xydxdyy 2sin ; 2,
2

1
,

2

3
,

2
:  xxyyD


. 

24. 
D

xydxdyy cos2 ; xyyxD 2,,0:   . 

25. 
D

xy

dxdyye 36 ; 6,3,3ln,2ln:  xxyyD . 

26. 
D

dxdy
xy

y
2

sin2 ; xyyxD  ,,0:  . 

27. 
D

xydxdyy 2cos ; 2,
2

1
,

2

3
,

2
:  xxyyD


.  

28. 


D

xy

dxdyey 82
; xyyxD 2,4,0:  . 

29. 
D

xydxdyysin3 ; 3,1,3,
2

:  xxyyD 


. 

30. 
D

dxdy
xy

y
2

cos2 ; xyyxD 2,2,0:   . 
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Задание 3. Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 

1. 4,3,4,
3

 yyey
x

y x . 

2. 22 366,36 yxyx  . 

3. )0(6,72 222  yxyyx . 

4. yxyx 2,8 2  . 

5. 8,3,8,
3

 yyey
x

y x . 

6. 16,
2

1
,

2
 x

x
y

x
y . 

7. yxyx 4,5 2  . 

8. )0(6,12 222  yxyyx . 

9. )0(0,1232,12 22  xxxyxy . 

10. 9,
2

3
,

2

3
 x

x
yxy . 

11. )0(0,32,24 22  xxxyxy . 

12. )0(0,cos,sin  xxxyxy . 

13. xyxy 8,20 2  . 

14. 22 1823,18 xyxy  . 

15. xyxy 4,32 2  . 

16. 5,2,5,
2

 yyey
x

y x . 

17. )0(23,36 222  yxyyx . 

18. 4,
3

,3  x
x

yxy . 

19. )0(0,36,366 22  xxxyxy . 

20. 
2

5
,

4

25 2  xyxy . 

21. 16,
1

,  x
x

yxy . 

22. 7,2,7,
2

 yyey
x

y x . 

23. yxyx 6,27 2  . 

24. )0(0,6,72 22  yyyxyx . 

25. 22 66,6 xyxy  . 

26. 4,
2

3
,

2

3
 x

x
yxy . 
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27. )0(0,cos,sin  xxxyxy . 

28. 6,1,6,
1

 yyey
x

y x . 

29. 9,
3

,3  x
x

yxy . 

30. xyxy 10,11 2  . 

 

Задание 4. Пластинка D задана ограничивающими ее кривыми,  - 

поверхностная плотность. Найти массу пластинки. 

1. )0(4,0,1: 2  yxyyxD ; yx  27 . 

2. )0,0(0,0,4,1: 2222  yxyxyxyxD ; 
22 yx

yx




 . 

3. )0(4,0,1: 2  yxyyxD ; y
x

5
2

7 2

 . 

4. )0,0(0,0,16,9: 2222  yxyxyxyxD ; 
22

52

yx

yx




 . 

5. )0(2,0,2: 2  yxyyxD ; y
x

2
8

7 2

 . 

6. )0,0(0,0,16,1: 2222  yxyxyxyxD ; 
22 yx

yx




 . 

7. )0(
2

,0,2: 2  y
x

yyxD ; y
x

6
2

7 2

 . 

8. )0,0(0,0,25,4: 2222  yxyxyxyxD ; 
22

32

yx

yx




 . 

9. D: х=1, y=0, y2=4х (y 0); 23yх  . 

10. D: x2+y2=1, x2+y2=9, x=0, y=0 (x 0, y 0);  = (x-y)/(x2+y2). 

11. D: x=1, y=0, y2=x (y 0);  =3x+6y2. 

12. D: x2+y2=9, x2+y2=25, x=0, y=0 (x )0,0  y ;  =(2y-x)/(x2+y2). 

13. D: x=2, y=0, y2=x/2 (y 0); =2x+3y2. 

14. D: x2+y2=4, x2+y2=16, x=0, y=0 (x )0,0  y ;  =(2y-3x)/(x2+y2). 

15. D: x=
2

1
, y=0, y2=8x (y 0);  = 7x+3y2. 

16. D: x2+y2=9, x2+y2=16, x=0, y=0 (x )0,0  y ;  =(2y-5x)/(x2+y2). 

17. D: x=1, y=0, y2=4x (y0);  = 7x2+2y. 

18. D: x2+y2=1, x2+y2=16, x=0, y=0 (x )0,0  y ;  =(x+3y)/(x2+y2). 

19. D: x=2, y2=2x, y=0 (y0); =7x2/4+y/2. 

20. D: x2+y2=1, x2+y2=4, x=0, y=0 (x )0,0  y ;  =(x+2y)/(x2+y2). 

21. D: x=2, y=0, y2=2x (y0);  = 7x2/4+y. 

22. D: x2+y2=1, x2+y2=9, x=0, y=0 );0,0(  yx   =(2x-y)/(x2+y2). 

23. D: x=2, y=0, y2=x/2 (y0);  = 7x2/2+8y. 
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24. D: x2+y2=1, x2+y2=25, x=0, y=0 );0,0(  yx   =(x-4y)/(x2+y2). 

25. D: x=1, y= 0, y2=4x (y )0 ;  = 6x+3y2. 

26. D: x2+y2=4, x2+y2=16, x=0, y=0 );0,0(  yx   =(3x-y)/(x2+y2). 

27. D: x=2, y= 0, y2=x/2 (y )0 ;  = 4x+6y2. 

28. D: x2+y2=4, x2+y2=9, x=0, y=0 (x )0,0  y ;  =(y-4x)/(x2+y2). 

29. D: x=1/2, y= 0, y2=2x (y )0 ;  = 4x+9y2. 

30. D: x2+y2=4, x2+y2=9, x=0, y=0 (x )0,0  y ;  =(y-2x)/(x2+y2). 

 

Задание 5. Найти объем тела, заданного ограничивающими его 

поверхностями. 

1. y=16 x2 , y= x2 , z=0, x+z=2. 

2. y=5 x , y=5x/3, z=0, z=5+5 3/x . 

3. x2+y2=2, y= x , y=0, z=0, z=15x. 

4. x+y=2, y= x , z=12y, z=0. 

5. x=20 y2 , x=5 y2 , z=0, z+y=1/2. 

6. x=5 2/y , x=5y/6, z=0, z= )3(
6

5
y . 

7. x2+y2=2, x= y , x=0, z=0, z=30y. 

8. x+y=2, x= y , z=12x/5, z=0. 

9. y=17 x2 , y=2 x2 , z=0, x+z=1/2. 

10. y=5 3/x , y=5x/9, z=0, z=5(3+ x )/9. 

11. x2+y2=8, y= x2 , y=0, z=0, z=15x/11. 

12. x+y=4, y= x2 , z=3y, z=0. 

13. x= y
6

5
, x= y

18

5
, z=0, z= )3(

18

5
y . 

14. x=19 y2 , x=4 y2 , z=0, z+y=2. 

15. x2+y2=8, x= y2 , x=0, z=30y/11, z=0. 

16. x+y=4, x= y2 , z=3x/5, z=0. 

17. y=6 x3 , y= x3 , z=0, x+z=3. 

18. y= x
6

5
, y= x

18

5
, z=0, z= )3(

18

5
x . 

19. x2+y2=18, y= x3 , y=0, z=0, z=5x/11. 

20. x+y=6, y= x3 , z=4y, z=0. 

21. x=7 y3 , x=2 y3 , z=0, z+y=3 

22. x=5 3/y , x=5y/9, z=0, z=5(3+ y )/9. 

23. x2+y2=18, x= y3 , x=0, z=0, z=10y/11. 

24. x+y=6, x= y3 , z=4x/5, z=0. 
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25. y= x15 , xy 15 , z=0, z= 15 (1+ x ). 

26. x2+y2=50, y= x5 , y=0, z=0, z=3x/11. 

27. x+y=8, y= x4 , z=3y, z=0. 

28. x=16 y2 , x= y2 , z+y=2, z=0. 

29. x=15 y , x=15y, z=0, z=15(1+ y ). 

30. x2+y2=50, x= y5 , x=0, z=0, z=6y/11. 

 

Задание 6.  Вычислить тройной интеграл. 

1. 
V

x dx dy dz ; 

V: y=10x, y=0, x=1, z=xy, z=0. 

2.  
V

4

843
1 










zyx

dxdydz
; 

V:  1
843


zyx
, x=0, y=0, z=0. 

3. 
V

15(y2+z2) dx dy dz; 

V: z=x+y, x+y=1, x=0, y=0, z=0. 

4. 
V

(3x+4y) dx dy dz; 

 V: y=x, y=0, x=1, z=5(x2+y2), z=0. 

5. 
V

(1+2x3) dx dy dz; 

 V: y=9x, y=0, x=1, z= xy , z=0. 

6. 
V

(27+54y3) dx dy dz; 

 V: y=x, y=0, x=1, z= xy , z=0. 

7. 
V

 y dx dy dz; 

 V: y=15x, y=0, x=1, z=xy, z=0. 

8. 
V

5

3816
1 










zyx

dxdydz
; 

 V: 1
3816


zyx
, x=0, y=0, z=0. 

9. 
V

(3x2+y2) dx dy dz; 

 V: z=10y, x+y=1, x=0, y=0, z=0. 
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10. 
V

(15x+30z) dx dy dz; 

 V: z=x2+3y2, z=0, y=x, y=0, x=1. 

11. 
V

(4+8z3) dx dy dz; 

V:  y=x, y=0, x=1, z= xy , z=0. 

12. 
V

(1+2x3) dx dy dz; 

 V: y=36x, y=0, x=1, z= xy , z=0. 

13. 
V

21xz dx dy dz; 

 V: y=x, y=0, x=2, z=xy, z=0. 

14. 
V

6

3810
1 










zyx

dxdydz
 ; 

 V: x/10+y/8+z/3=1, x=0, y=0, z=0. 

15. 
V

(x2+3y2) dx dy dz; 

V: z=10x, x+y=1, x=0, y=0, z=0. 

16. 
V

(60y+90z) dx dy dz; 

 V:  y=x, y=0, x=1, z=x2+y2, z=0. 

17. 
V











3

5

3

10
x  dx dy dz; 

 V: y=9x, y=0, x=1, z= xy , z=0. 

18. 
V

(9+18z) dx dy dz; 

 V: y=4x, y=0, x=1, z= xy , z=0. 

19. 
V

3y2 dx dy dz; 

V: y=2x, y=0, x=2, z=xy, z=0. 

20. 
V

 
4

642
1 










zyx

dxdydz
; 

V: x/2+y/4+z/6=1, x=0, y=0, z=0. 

21. 
V

x2 dx dy dz; 

V: z=10(x+3y), x+y=1, x=0, y=0, z=0. 

22. 
V

 (8y+12z) dx dy dz; 

 V: y=x, y=0, x=1, z=3x2+2y2, z=0. 
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23. 
V

63(1+2 y ) dx dy dz; 

 V: y=x, y=0, x=1, z= xy , z=0. 

24. 
V

(x+y) dx dy dz; 

 V: y=x, y=0, x=1, z=30x2+60y2, z=0. 

25. 
V

 
5

1646
1 










zyx

dxdydz
; 

 V: x/6+y/4+z/16=1, x=0, y=0, z=0. 

26. 
V

xyz dx dy dz; 

 V: y=x, y=0, x=2, z=xy, z=0. 

27. 
V

y2 dx dy dz; 

 V: z=10(3x+y), x+y=1, x=0, y=0, z=0. 

28. 
V











2

3
5

z
x  dx dy dz; 

 V: y=x, y=0, x=1, z=x2+15y2, z=0. 

29. 
V

(x2+4y2) dx dy dz; 

 V: z=20(2x+y), x+y=1, x=0, y=0, z=0. 

30. 
V

 
6

538
1 










zyx

dxdydz
; 

V: x/8+y/3+z/5=1, x=0, y=0, z=0
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