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ВВЕДЕНИЕ 

Методические указания по выполнению контрольных работ состав-
лены для студентов всех специальностей Института интегрированных 
форм обучения (ИИФО), занимающихся по ускоренной программе (на 
базе техникума). 

Задания контрольных работ № 3–4 включают основные разделы кур-
са «Высшей математики»: неопределенный и определенный интегралы, 
вычисление площади плоской фигуры, однородные и неоднородные 
дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэф-
фициентами, числовые и степенные ряды, приложения степенных ря-
дов. Студенту предлагается выполнить 12 заданий (8 – в контрольной 
работе № 3; 4 – в контрольной работе № 4) и ответить на теоретические 
вопросы. 

Каждое задание сопровождается решением подобного примера, что 
позволит студенту самостоятельно выполнить индивидуальное задание. 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 3 

Методические указания и задания 
 

РАЗДЕЛ 1. Неопределенный интеграл 

Рассмотрим правила интегрирования неопределенных простейших 
интегралов. Кратко смысл задания сводится к следующему. 

При помощи преобразований привести интеграл к табличному, затем, 
используя таблицу интегралов, найти первообразную: 

 

∫ += C)x(Fdx)x(f , 
 

где )x(f  – подынтегральная функция; )x(F  – первообразная; C  – про-
извольная постоянная. 

Таблица основных интегралов дана ниже, где «a » и «b » – постоян-
ные коэффициенты, причем 0≠a , а «b» – любое. 

 
Таблица интегралов 

 

∫ +
+

+
=+

+
;C

n
)bax(

a
dx)bax( .

n
n

1
11

1
  ∫ ≠+

+
=

+
1;nC,

1n
xdxx  `.

1n
n1  

∫ ++=
+

C;baxln
a
1

bax
dx 2.  C;ln

x
dx  2`. +∫ =  

;Cb)cos(ax
a
1b)dxsin(ax 3. ∫ ++−=+  ;Ccos(x)sinxdx  3`. ∫ +−=  

;Cb)sin(ax
a
1b)dxcos(ax 4. ∫ ++=+  ;Csinxcosxdx  4`. ∫ +=  

C;bcosaxln
a
1b)dxtg(ax 5. +∫ +−=+  C;cosxlntgxdx  5`. +∫ −=  

C;b)sin(axln
a
1b)dxctg(ax 6. ++=∫ +  C;sinxlnctgxdx  6`. +=∫  

;C
lna
adxa 7.

x
x∫ +=  ;C

α
edxe  7`.

x
αx∫ +=  

C;
a
xarctg

a
1

ax
dx 8. 22 +=∫
+

 C;arctgx
1x

dx  8`. 2 +=∫
+

 

;C
a
xarcsin

xa

dx 9.
22∫ +=

−
 ;Carcsinx

x1

dx  9`.
2∫ +=

−
 

C;
ax
axln

2a
1

ax
dx 10. 22 +

+
−

=∫
−

 C;
1x
1xln

2
1

1x
dx  10`. 2 +

+
−

=∫
−
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C;b)tg(ax
a
1

b)(axcos
dx 11. 2 ++=∫

+
 C;tgx

xcos
dx  11`. 2 +=∫  

.C)bax(ctg
a)bax(sin

dx .12 ∫ ++−=
+

1
2  .Cctgx

xsin
dx  12`. ∫ +−=2  

 
1.1. Интегрирование степенных функций 

Наиболее распространенным является интеграл от степенной функ-
ции (таблица интегралов, с. 4). Для вычисления этих интегралов необ-
ходимо знать следующие правила действий со степенями: 

 

nm
n

m
x

x
x −= ;   nmnm xxx += ;   n

m
n m xx = , 

где n,m  – любое. 
Учитывая эти правила, рассмотрим вычисление интеграла от степен-

ной функции: 

.Cxxxxxxxx

Cxxxxxx

Cxxxxxx

dxxxxxxx

dx

x

xxx

x

xx

dx
x

xxx
x

xx

++−−+−=

=++−++−=

=+
+−

+
+

−
+

+
+−

⋅+−=

=∫


















+−++−=

∫ =

















+−

++−=

=∫ 











 +−
++−

+−+++−

−−+−
−

4
13
6

5
4

9
4

2
5

8
1

4
13
6

5
4

9
4

2
5

8

1
2
1

2
1

6
71

4
11

4
13

1
2

5
38

3

2
3

5
8
3

2

3

15
8
3

2
3

15
8
3

6244 323

2
1

6
13

4
5

4
3

2
3

1
2
11

6
71

4
11

4
1

23

2
1

2
1

3
11

2
1

4
34

1

2

2
1

4
3

4
3

4
1

2

34 3

4
2
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Задание 

∫
−

−+−

∫
−

++−

∫
+

−+−

∫
−

++−

∫
−

−+−

)dx;
x

x4xx5x5
x

3x
3
2(5.

)dx
x4

x23x
3
1

x
2x

7
5(4.

)dx
x

x3x4x7
x
3(6x3.

dx;)
x

xx3
2
1

x
6x

4
3(2.

3

5 23 2

4
3

4

3 2

4
2

3 2

2

3 2
3

3 2

52

;

;

;dx)
x

xxx
x

x(.
4 3

3

3
2 42

3
1

5
21

 

∫
+

−+−

∫
−

+−−

∫
+

−+−

∫
−

+−−

∫
+

−+−

)dx.
x

xxx4
3
2

x4
3(4x 10.

;)dx
x4

xxx5x
4
1

x2
1(3x 9.

;)dx
x

x4x32
x4

1(5x 8.

dx;)
x

x3xx4
2
1

x3
7(2x 7.

dx;)
x

x2xx32
x7

4x
6
1( .

4 3

3 4

4 3
2

4 3

34 3

3 2
2

4 3

4

4
3

4 3

4 33

3
2

3 2

4

3 2
46

 
 
Примечание. 1, 2, 3 и т.д. – номер варианта. 
 
1.2. Интегрирование заменой переменной 

Этот метод интегрирования основан на введении в подынтегральную 
функцию новой переменной величины и ее дифференциала, причем за-
мену переменной необходимо подбирать таким образом, чтобы в исход-
ном интеграле присутствовал дифференциал новой переменной в яв-
ном виде. Рассмотрим несколько примеров. 
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Пример 1 
 

 

 
Пример 2 
 

.CarctgeCarctgt
t

dt
dxedt

te
dx

e
e x

x

x

x

x
+=+=∫

+
=

=

=
=∫

+ 22 11
 

 
Пример 3 
 

.CxlnlnCtln
t
dt

x
dxdt

txln

xlnx
dx

+=+=∫=
=

=
=∫  

 
Замечание. После введения новой переменной и вычисления инте-

грала необходимо вернуться к исходной переменной. 
 
Задание  
 

;
xcos

dxtgx)a.

;dx
x
xln)a.

;dxesine)a.

;dx
xsin

xcos)а.

xx

∫

∫
∫

∫

−

+

2
3

3

4

33

2
1

1

    

;dxxe)б

;dxxcosx)б

;dx
x

x)б

;xdxx)б

x∫
∫

∫

∫

+

+

+

21

43

4 3

2

3 2

2
3

2

 

.C)x(cos

Ctdtt)dt(t
dtxdxsin

dx)xsin(dt
t)xcos(

xdxsin)xcos(

++=

=+=∫ ∫−=∫ −=
−=

−=
=+

=+

3 4

3
4

3
1

33

1
4
3

3
4

1
1



 8 

;dx
x

xlnxln)а.

;dx
x

xarcsin)а.

;dx
ecos

e)а.

;dx
x
xln)а.

;xdxsin)xcos()а.

;dx
x

xarctg)a.

x

x

∫

∫

∫

∫

∫

∫

−

−

−

+

+

510

1
9

8

37

216
1

5

2

2

3

2

2

2

3

              

 
1.3. Интегрирование по частям 

Формула интегрирования по частям имеет вид ∫ ∫−⋅= VdUVUUdV , т.е. 
исходный интеграл ∫ dx)x(f  мы должны, введя новые функции U  и V , 
представить в виде ∫UdV , а затем построить правую часть формулы. По 

такой формуле вычисляются интегралы вида: ∫ ∫ ;dxex;xdxsinx xnn  

∫ ;xdxcosxn  причем вместо x может быть линейная подстановка )( bax +
. 

В этом случае степенная функция nx  обозначается функцией U ,  
а dV  – все остальные множители. Причем формулу интегрирования по 
частям можно применять многократно, например, в вышеуказанных ин-
тегралах формулу необходимо применить «n» раз. 

 
Пример 1 

.Cxcosxsinxxdxsinxsinx

xsinV

dVxdxcos
dUdx;Ux

xdxcosx ++=∫−=

=

=
==

=∫ 2
4
12

2
2

2
12

2
2

2
1

22

 
Кроме указанных интегралов по этой же формуле вычисляются инте-

гралы вида: ∫ ∫ ∫ xdxarcsin;arctgxdx;xdxln  и т.п. 

.dx)x(xx)б

;dxx)x()б

;dx
x

xdx)б

;dxxx)б

;dx
e

e)б

;dxtgxx)б

x

x

∫

∫

∫

∫

∫

∫

++

+
+

+

+

14

4
1

15
1

34 4

2103

2

5 43

2

32
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Пример 2 

.CxlnxarctgxCtlnxarctgx
t
dt

dtxdx

;xdxdt
;tx

xarctgx

x
xdxxarctgx

xV;dxdV
x

dxdU;Uarctgx
arctgxdx

++−=+−∫ =−

=

=
=+

−=

=∫
+

−=∫
==

+
==

=

2

2

2
2

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

1
1

 
Пример 3 

.Cxxlnxdxxlnx

x
xdxxlnx

Vx;dVdx

;
x

dxdU;Uxln
xdxln

+∫ −=−=

=∫ ∫−=
==

==
=

55

5
5

5
 

 
Задание  
 

.dx)xln(e)x(.

;xdxarcsinxcos)x(.

;dx)x(arctgdxe)x(.

;dx)xln(xdxsin)x(.

;dxxarctgxcos)x(.

;dx)xln(dxe)x(.

;xdxarcsinxsin)x(.

;xdxlne)x(.

;arctgxdxxsin)x(.
;xdxlnxcosx.

x

x

x

x

∫ ++−

∫ +−

∫ ++−

∫ ++−

∫ ++

∫ ++−

+∫ +

∫ +−

∫ +−
∫ +

−

−

43110

2
2

329

1248

2337
2

416

125
2

34

313

2152
321

4

2

3
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1.4. Интегрирование рациональных дробей 

Рациональной дробью называется выражение вида  
 

)x(Rn
)x(Qm , 

 
где )x(Qm  и )x(Rn  – рациональные многочлены степени m  и n . 

Если nm≥ , то дробь называется неправильной, если nm < , то дробь 
– правильная. 

Интегрируются только правильные дроби, поэтому, если под интегра-
лом дробь неправильная, то ее необходимо представить в виде суммы 
целой части и правильной дроби, а затем выполнять интегрирование. 

 
Пример 1 
 

∫

∫
+−

+
++=

=

−+
+−

−

+−

−+
+−

+

=
+−

+

.dx)
xx

xx(

ост ат окx
xx

xx

xxx

част ьцелаяx
xxx

:част ьцелуюВыделим
.дробьаянеправильнинт еграломПод

dx
xx

x

___

___

23
673

67
693

23

23

3
231

23
1

2

2

2

23

2
3

2

3

 
 
Рассмотрим теперь интегрирование правильной дроби. Для этого ее 

надо представить в виде суммы простейших дробей: 
 

,
)x)(x(
BBxAAx

x
B

x
A

)x)(x(
x

xx
x

21
2

2121
67

23
67

2 −−
−+−

=
−

+
−

=
−−

+
=

+−

+
 

 

где А и В – неопределенные коэффициенты, так как 
)x)(x(

x
21

67
+−

+
= 
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)x)(x(
)BA(x)BA(

21
2
−−

−−++
= , то для определения коэффициентов A и B  по-

лучаем систему: 

.B;A
BA

BA
2013

62
7

==−⇒




=−−
=+

 

 

Таким образом, правильная дробь представляется суммой двух про-
стейших дробей: 

.
xx)x)(x(

x
2

20
1

13
21

67
−

+
−

−
=

−−
+

 

 
Выполним теперь интегрирование исходного интеграла: 
 

∫ ∫ =
−−

+
++=∫

+−

+
++=∫

+−

+ dx
)x)(x(

xdx)x(dx)
xx

xx(dx
xx

x
21

673
23

673
23

1
22

3

.Cxlnxlnxxdx
x

dx
x

xx
+−+−−+=∫

−
∫ +

−
−

++= 2201133
22

20
1

133
2

22
 

 
Интегрирование квадратного трехчлена выплним путем выделения 

полного квадрата и приведения исходного интеграла к табличному. 
 
Пример 2 

∫ ∫ +
+

=
++

=
++

.Cxarctg
)x(
dx

xx
dx

2
1

2152 222
 

 
Пример 3 
 

C
x
xlnC

x
xln

)x(
dx

xx
dx

+
+
+

=+
++
−+

=∫
−+

=∫
++ 3

1
2
1

12
12

2
1

1234 22
. 

 
Пример 4 
 

Cxarcsin
)x(

dx

)x(

dx

xx

dx
+

+
=∫

+−
=∫

+−
=∫

−− 2
1

121423 2222
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Задание  

.
xx

dx)б.dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx

xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

;
xx

dx)б;dx
xx
xx)а.

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

+−+−

++
+−−−

+−
++−−

++
+−−

++
−−−−

++
−++−

−+
+++−

+−
−−+−

+−
−+−

−+
+++−

+−

32107
53410

2854
239

17865
268

454
1357

12443
326

2334
1435

13665
4354

2127
3243

223
1232

8465
1321

22

34

22

34

22

34

22

24

22

24

22

34

22

4

22

3

22

24

22

4

   

  
 
РАЗДЕЛ 2. Определенный интеграл 

Определенный интеграл с постоянными пределами интегрирования 
имеет вид: 

∫
b

a
dx)x(f , 

 
где а – нижний предел интегрирования; b – верхний предел интегриро-
вания; )(xf  – подынтегральная функция. 
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Вычисляется определенный интеграл по формуле Ньютона–Лейбница: 
 

)a(F)b(F)x(Fdx)x(f
a

bb

a
−==∫ , 

 

т.е. для вычисления необходимо найти первообразную )x(F , подставив 
вместо  x верхний предел ”b ” и вычесть значение первообразной при 

ax = . 
 
Пример 1 

.)()(

)xxx(dx)xxx(dx)
x

xx(

6363

6
7

3
2

22

1

2

1

6
1

3
1

3

22
7
646

7
18

7
66122

7
6464

1

2

6
7

3
2

44242

+−=+−−+−=

=+−=∫ ∫ +−=
−

−
−

 

 
При вычислении определенного интеграла заменой переменных 

необходимо вводить новые пределы интегрирования, соответствующие 
новой переменной. 

 
Пример 2 

).()(

tdtt
t;t

xdxcosdt
txsin

xdxcosxsin
/

BH

122
3
212

3
2

3
2

21

1
1

2
3

2
3

2

1

2
32

1

2

0

3

−=−=

==∫=∫
==

=
=+

=+
π

 

 
Вычисление определенного интеграла по частям. 
 
Пример 3 
 

44
1

2
1

4
10

2
1

4
10

2
1

2
1

2
2
1

2
22

1

0

22
1

0

22

1

0

2
1

0

2
22

1

0

2

eeeeeee

dxeex
eV;dVdxe

dUdx;Ux
dxxe

xx

xx
xx

x

=−=−−=−−=

=∫−=
==

==
=∫
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Задание   

.dx
)xn(

dx)б;dx)xsin)x(xx()a.

;dx
xsin

xdxcos)б;dx)xcos)x(xx()a.

;dx)xx(tgx)б;dx)e)x(xx()a.

;dx
xcosx

dx)б;dx)xexx()a.

;dx
xsin

xcos)б;dx)xsinxxx()a.

;dx
xcos
tgxxtg)б;dx)xcos)x(xx()a.

;dx
e

e)б;dx)e)x(xx()a.

;dx
e

e)б;dx)xsin)x(xx()a.

;dx
x

xlnxln)б;dx)xexx()a.

;xdxcosxsin)б;dx)xcosxxx()a.

е

/

x

x

/

/

x

x
x

x

x

е
x

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫∫

∫∫

+
−−−

+
++−

−−−

+−

−
−+

−
+++

−
−−−

+
+−−

++
−−

++−

1
2

1

0

4 32

6

0
2

1

0

33

1

0

55
1

0

24 32

1

0
4 24 3

1

0

33 24

6

0
2

1

0

3

4

0
2

331

0

3

1

0
2

1

0

24 32

1

0
2

1

0

3 2
2

0

331

0

1

0

35 42

0

1

0

3

12
22310

1
21369

2238

5357

4
326

3
6

2153
4

5

1
2234

1
21

4
43

1
4
152

22
3

31



π

π

π

π

        
 

РАЗДЕЛ 3. Вычисление площади плоской фигуры 

Последовательность вычисления площади плоской фигуры опреде-
ленным интегралом следующая (рисунок): 

1) находим точки пересечения заданных линий; 
2) находим точки пересечения линий с координатными осями; 
3) строим область, ограниченную линиями на плоскости XOУ; 
4) составим определенный интеграл и вычислим искомую площадь. 
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Пример 1 
 

Найти площадь, ограниченную линиями 1232 −=+−= xy;xxy . 
Находим точки пересечения линий. Для этого приравняем правые 

части уравнений: 
,x;x;x;xxxxx , 3112034123 2121

22 ==±==+−⇒−=+−  
 

т.е. точки пересечения );0;1(A  )2;3(B  (рисунок) 
Строим заданные линии на плоскости ХOУ: 
• точки пересечения параболы: 232 +−= xxy  с осью ОХ: 

 

;xx;xx 21023 21
2 ===+−  

 

• через точки А и В проводим прямую. Через точки 21 21 == x;x  на 
оси ОХ и точки А и В проводим параболу. Получаем область, ограничен-
ную линиями, площадь которой необходимо вычислить; 

• составляем определенный интеграл:  
 

,dx)yy(S
b

a

X

X
∫ −= 21  

 

где 1y  – линия, ограничивающая область сверху; 2y  – линия, ограничи-
вающая область снизу; aX  – наименьшее значение переменной x в об-
ласти; bX  – наибольшее значение переменной x в области. 
 

 
Рисунок 
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В нашем случае: 

).(ед2
3
1132

3
19189

32
3

34231
3

1

3

1

3

1

2
3

3
1

22

=−+
−

−−+−=

∫ ∫ =−+−=∫ −+−=+−−−=

)()(

)xxx()xx(dx))xx()x((S .
 

 
Задание  
 
Вычислить площадь, ограниченную линиями: 
 

.xy;xxy)a.
.xy;xxy)a.
.xy;xxy)a.
.xy;xxy)a.
.xy;xxy)a.

.xy;xxy)a.
.xy;xxy)a.

.xy;xxy)a.

.xy;xxy)a.
.xy;xxy)a.

24161010
1569
261278
281897
241496

21075
22454

2863
2652
1341

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

−=+−=

−−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

−=+−=

   

.xxy;xxy)б

.xxy;xxy)б
.xxy;xy)б

.xy;xxy)б
.xxy;xxy)б

.xy;xxy)б
.xxy;xxy)б
.xxy;xxy)б
.xxy;xxy)б

.xy;xxy)б

22

22

22

22

22

22

22

22

22

22

24
42

4
6

224
2

37
42

26
4

−=+=

−=−=

−==

−=−=

−=−=

−=−=

−=−=

−=−=

−=−=

−=−=

 

 
Теоретические вопросы к разделам 1–3 

1. Неопределенный интеграл, его свойства. 
2. Интегрирование заменой переменной. 
3. Формула интегрирования по частям, типы интегралов, которые вы-

числяются по этой формуле. 
4. Определенный интеграл, его свойства. Формула Ньютона–Лейбница. 
5. Интегрирование определенного интеграла заменой переменной и 

по частям. 
6. Схема вычисления площади плоской фигуры определенным инте-

гралом, нахождение пределов интегрирования, построение подынтеграль-
ной функции. 
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РАЗДЕЛ 4. Дифференциальные уравнения второго порядка  
с постоянными коэффициентами 

Дифференциальным уравнением называется соотношение, связыва-
ющее независимую переменную x, независимую функцию y , и ее про-
изводные 'y , ''y  и т.д. Порядок уравнения равен порядку наивысшей 
производной. 

 
 
Рассмотрим уравнение II-го порядка: 
 

)x(fby'ay''y =++ ,           (1) 
 

где a , b  – постоянные действительные коэффициенты;  )x(f  – неиз-
вестная функция. 

Уравнение (1) дополняется начальными условиями  
 

00 y)(y = ; 00 'y)('y = ;                 (2) 
 
Решение уравнения (1) ищем в виде суммы: 
 

*yyy += , 
   

где y  – решение однородного уравнения 
 

0=++ yb'ya''y ,               (3) 
 

*y  –  частное решение уравнения (1) 
 
4.1. Однородное дифференциальное уравнение  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

Решение уравнения (2) – ищем в виде kxey = , тогда для определе-
ния числа k  получаем характеристическое уравнение: 

 

02 =++ bakk ,                (4) 
 

решение которого имеет вид: 

Dabaak , ±−=−±−=
242

2

21 . 

 
Рассмотрим три случая решения характеристического уравнения. 
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1-й случай: 
 

0>D , т.е. корни характеристического уравнения действи-
тельные и разные 21 kk ≠ . Тогда обе функции xke 1  и xke 2  удовлетво-
ряют уравнению (3), и общее решение имеет вид 

 

xkxk eCeCy 21 21 += . 
 

Для нахождения частного решения необходимо использовать усло-
вия (2). 

 
Пример 
  
Найти частное решение: 

 

045 =+− y'y''y . 
Начальные условия 10 =)(y . 

 
Решение 
Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид: 

 

0452 =+− kk , 
 

корни 11 =k ; 42 =k  – действительные и разные. 
Решение дифференциального уравнения: 

 
xx eCeCy 4

21 += . 
Найдем 'y : 

xx eCeC'y 4
21 4+= . 

 
Подставляя найденные )x(y  и )x('y  в начальные условия, получим 

систему для определения постоянных 1C  и 2C : 
 

  




=+
=+

.СС
;СС
24

1

21

21   

Отсюда  

3
1

2 =C ;      
3
2

1 =C . 

 
Тогда частное решение исходного уравнения примет вид: 
 

xx ee)x(y 4
3
2

3
1

+= . 
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2-й случай: 
 

0=D , корни характеристического уравнения действитель-
ные и равные: 

kkk == 21 , 
 

и общее решение записывается в виде: 
 

kxe)xCC(y 21 += . 
 
Пример  
 
Найти частное решение уравнения: 
 

044 =+− y'y''y , 
с начальными условиями: 

20 =)(y ;    10 =)('y . 
 

Решение 
 
Составим характеристическое уравнение: 
 

0442 =++ kk , 
его корни равны: 

221 −== kk . 
 

Следовательно, общее решение имеет вид: 
 

xe)xCC()x(y 2
21

−+= . 
Найдем )x('y : 

).xCC(eeC)x('y xx
21

22
2 2 +−= −−  

 
С учетом начальных условий получим систему: 
 
 





=−
=

,СС
;С

12
2

12

1     

 

т.е. 52 =C  и частное решение примет вид: 
 

xe)x()x(y 252 −+= . 
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3-й случай: 
 

0<D , в этом случае корни характеристического уравнения 
комплексные: 

iK , β±α=21 , 
 

и общее решение однородного дифференциального уравнения имеет вид: 
 

).xsinCxcosC(e)x(y x β+β= α
21  

 
Пример  
 
Найти общее решение уравнения: 
 

0134 =++ y'y''y . 
Решение 

 
Соответствующее характеристическое уравнение 

 

01342 =++ kk . 
и его корни комплексные: 

ik , 3221 ±−= ,   2−=α ;   3=β . 
 

Тогда общее решение запишется в виде: 
 

).xsinCxcosC(e)x(y x 33 21
2 += −  

 
Задание  
 

;)('y;)(y;y'y''y)a.
;)('y;)(y;y'y''y)a.

;)('y;)(y;y'y''y)a.
;)('y;)(y;y'y''y)a.
;)('y;)(y;y'y''y)a.
;)('y;)(y;y'y''y)a.

;)('y;)(y;'y''y)a.
;)('y;)(y;y''y)a.
;)('y;)(y;'y''y)a.

;)('y;)(y;y'y''y)a.

2030015810
102001289

40300678
10300567
10200346
20100235

403004
2010043
4030062

20100451

===++
===+−
===+−
===+−
===+−
===+−

===−
===−
===−

===+−

    

 
.)('y)(y;y'y''y)б
;)('y)(y;y'y''y)б
;)('y)(y;y'y''y)б

;)('y)(y;y'y''y)б
;)('y)(y;y'y''y)б

;)('y)(y;y'y''y)б
;)('y)(y;y'y''y)б
;)('y)(y;y'y''y)б
;)('y)(y;y'y''y)б

;)('y)(y;y'y''y)б

50003612
40004914
30002510

2000168
30002
400096
200096
200044
300044

20002

===+−
===++
===+−
===++

===++
===−+
===+−
===++
===+−
===+−
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4.2. Неоднородное дифференциальное уравнение  
второго порядка с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим построение общего решения уравнения (1). 
Решение этого уравнения имеет вид: 

 

)x(y)x(y)x(y *+= , 
 

причем y  – решение соответствующего однородного уравнения (см. 
подраздел 4.1). 

Для нахождения функции )x(y*  воспользуемся методом подбора. 

Рассмотрим простейшие случаи, когда выбор функции )x(y*  не за-
висит от решения однородного уравнения. 

Предположим, что правая часть уравнения имеет вид: 
)k(;ae)x(f ,

x
211 ≠α= α , тогда x* Ae)x(y α=  ( A – неопределенные ко-

эффициенты);  

)(;xa)x(f
n

i

i
i 0

0
2 ≠α∑=

=
, тогда ∑=

=

n

i

i
i

* xA)x(y
1

 ( iA  – неопределенные 

коэффициенты); 
)k(;xsina)x(f ,213 ≠ββ= , тогда xcosAxsinA)x(y* β+β= 21  ( 21 A,A  – 

неопределенные коэффициенты); 
21,k  – корни характеристического уравнения. 
 

Пример 1 
 

Найти частное решение уравнения: 
 

xey'y''y 232 =+− ; 
с начальными условиями: 
 

3010 == )('y;)(y . 
 

Искомое решение имеет вид: 
 

)x(y)x(y)x(y *+= ; 
 

)xCC(e)x(y x
21 +=  (см. подразд. 4.1) 

 

)(* xy  выберем в виде: 
x* Aey 2= . 
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Находим производные: 
xx Ae''y;Ae)x('y 22 42 ==  

 
и подставляем в левую часть уравнения: 
 

xxxx eAeAeAe 2222 344 =+− , 
 

отсюда 3=A  и x* e)x(y 23= . 
 
Следовательно, общее решение неоднородного уравнения: 
 

xx eexCCxy 2
21 3)()( ++= . 

Найдем )x('y : 
xxx ee)xCC(eC)x('y 2

212 6+++= , 
 

и подставим в начальные условия: 
 





=++
=+

,СС
;С

36
13

12

1  

т.е. 1;2 21 −=−= CC . 
Тогда частное решение окончательно примет вид: 

 
xx e)x(ey 213 2 +−= . 

 

Пример 2 
 
Найти частное решение: 

4332 2 +=+− xy'y''y , 
с начальными условиями: 

5030 == )('y;)(y . 
Решение 
 
Общее решение имеет вид: 

*yy)x(y += , 
xx eCeCy 3

21 += −  (см. подраздел 4.1). 
 

)x(y*  выбираем в виде: 

CBxAx)x(y* ++= 2 . 
 

где C,B,A  – неопределенные коэффициенты. 
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Находим )x('y  и )x(''y : 
 

A''y;BAx)x('y 22 =+= . 
 

Найденные значения подставляем в левую часть уравнения: 
 

43322 22 +=++−+− x)CBxAx()BAx(A ; 

43322323 22 +=−−+−−+− x)CBA(x)BA(Ax . 
Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x: 
 

.C;B;A
е.т

CBA
BA

A

x
x
x

9
10

3
21

4322
032

33

0

1

2

−=−=−=
=−−

=−−
=−

 

 
Следовательно, общее решение имеет вид: 
 

9
10

3
223

21 −−−+= − xxeCeCy xx . 
 
Находим производную: 

3
223 3

21 −−+−= − xeCeC'y xx . 
 
С учетом начальных условий, получим систему: 
 

,C;С
.е.т

,CC

,CC

9
22

3
5

5
3
23

3
9

10

21
21

21

==








=−+−

=−+
 

 
следовательно, частное решение имеет вид: 

 

9
10

3
2

9
22

3
5 23 −−−+= − xxeey xx . 

Задание  
 
Найти частные решения, удовлетворяющие начальным условиям 

(начальные условия для обоих уравнений одинаковы): 
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;ey'y"y)a.

;ey'y"y)a.

;ey'y"y)a.

;ey'y"y)a.

;ey'y"y)a.

;e'y"y)a.

;ey'y"y)a.

;ey"y)a.

;e'y"y)a.

;ey'y"y)a.

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

3

6

3

4

4

3

56710

3439

21078

3867

446

55

3654

23

652

4231

=+−

=−−

=+−

=+−

=+−

=+

=+−

=+

=−

=+−

   200

400

200

300

200

500

300

100

300

200

==

==

==

==

==

==

==

==

==

==

)('y)(y

)('y)(y

)('y)(y

)('y)(y

)('y)(y

)('y)(y

)('y)(y

)('y)(y

)('y)(y

)('y)(y

   .xxy'y"y)б.

;xy'y"y)б.

;xxy'y"y)б.

;xy'y"y)б.

;xxy'y"y)б.

;xxy'y"y)б.

;xxy'y"y)б.

;xxy'y"y)б.

;xxy'y"y)б.

;xy'y"y)б.

14414910

43879

761588

43457

73346

641275

523964

24233

5342

6321

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

++=+−

−=−−

−=+−

−=+−

+=+−

−+=+−

++=+−

−−=+−

+−=++

+=+−

 
 
Теоретические вопросы к разделу 4 
 
1. Определение дифференциального уравнения, начальные условия. 
2. Структура общего решения дифференциального уравнения второ-

го порядка, частное решение. 
3. Однородное дифференциальное уравнение с постоянными коэф-

фициентами, характеристическое уравнение. 
4. Три случая решения характеристического уравнения и соответствую-

щее общее решение однородного уравнения. 
5. Структура общего решения дифференциального уравнения второ-

го порядка. 
6. Метод подбора частного решения неоднородного дифференциаль-

ного уравнения с постоянными коэффициентами. 
 
 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 4 

Методические указания и задания 
 

РАЗДЕЛ 1. Числовые ряды 

Числовым рядом называется бесконечная сумма членов последова-
тельности: 

∑=…++…++
∞

=1
21

i
in u   u  u u . 
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Необходимый признак сходимости знакопостоянного числового ряда: 
 

0=nu lim . 
 

Если этот признак не выполняется, значит ряд расходится.  
Достаточные признаки сходимости числового ряда. 

1. Признак Даламбера: пусть имеется ряд ∑
∞

=1i
iu , тогда, если  

q
u

u
lim

n

n
n

=+

∞→

1 ,  

 
то при q<1 – ряд сходится, при q>1 – ряд расходится, при q=1 – неопре-
деленность. 

2. Радикальный признак Коши: если qulim n n
n

=
∞→

, то при q<1 – ряд 

сходится, при q>1 –  ряд расходится, при q=1 – неопределенность. 
 

3. Интегральный признак Коши: если dnun∫
∞

1
 существует, то  ряд схо-

дится, если интеграл не существует – ряд расходится. 

4. Признак сравнения: если ∑
∞

=1n
nv  сходится и nn vu ≤ , то ∑

∞

=1n
nu  также 

сходится, если ∑
∞

=1n
nv  расходится и nn vu ≥ , то ∑

∞

=1n
nu  также расходится.  

Для признака сравнения часто используется ∑
Α∞

= α1n n
, если q>1  – ряд 

сходится, q≤1 – ряд расходится. 
 
Пример 1 
 
Применим признак Даламбера: 
 

)!)n((
u

n
n 11

2 1
1 ++
=

+

+ ;   0
2

2
22
12 1

1 =
+

=
+⋅

+⋅
=

∞→

+

∞→

+

∞→ nlim
)!n(
)!n(

limu
u

lim
nn

n

nn

n

n
, 

 
так как предел меньше единицы, то ряд сходится. 

 
 
 



 26 

Пример 2  
 

∑ n
n

2
. Применим радикальный признак Коши: 

2
1

22
==

∞→∞→

n

n
n

nn

n
lim

n
lim  – ряд сходится. 

 
Замечание.                 11 ==

∞→∞→
n

nn
n

n
limnlim . 

 
Пример 3 
 

∑
−∞

=1

1
n n

nln . Применим интегральный признак Коши: 

∞=∫ ==

−=
∞=

=

=−

=∫
−

∞

−

∞

−

∞

1

2

1

1

01 2
1

1

1 ttdt

t
t

x
dxdt

txln

dx
x
xln  , 

 
так как интеграл не существует, то ряд расходится. 

 
Пример 4  
 

∑ 2n
nsin . Сравним  ряд с ∑ 2

1
n

, который сходится, так как 
22

1
nn

nsin
< , 

то ∑ 2n
nsin  также сходится. 

 
Теоретические вопросы к разделу 1 

 
1. Необходимый признак сходимости числового ряда. 
2. Достаточный признак Даламбера. 
3. Радикальный признак Коши. 
4. Интегральный признак Коши. 
5. Признак сравнения. 
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Задание  
Выписать три первых члена и исследовать сходимость числовых рядов: 

1.    а) ∑
⋅

∞=

=

n

n

n

!nn1

2 ;    б) ∑
∞=

=

n

n n
nln

1
. 

2.    а) ∑
−⋅

∞=

=

−n

n

n

)!n(n1 2

1

1
5 ;   б) ∑

+

∞=

=

n

n )n(
n

1 24

3

4
4  

3.    а) ∑
−

∞=

=

+n

n

n

)!n(1

2

5
3 ;    б) ∑

∞=

=

n

n n

nsin
1 3

. 

4.   а) ∑
+⋅

∞=

=

n

n

n

)!n(n1

2

1
2 ;   б) ∑

∞=

=

n

n n

ncos
1 3 5

2
. 

5.   а) ∑
+

∞=

=

+n

n

n

)n(!n1

1

1
3 ;   б) ∑

+

∞=

=

n

n n
n

1 2 1
. 

6.   а) ∑
⋅

+∞=

=

n

n nn

n
1

2

3

1 ;    б) ∑
⋅

∞=

=

n

n nlnn1

1 . 

7.   а) ∑
∞=

= −

+n

n n

n n
1 12

22

3
2 ;    б) ∑

+

∞=

=

n

n n

n

e
e

1 21
. 

8.    а) ∑
⋅∞=

=

n

n

n

)!n(
!n

1

3

2
2 ;    б) ∑

∞=

=

n

n nn
nsin

1

4

2
. 

9.    а) ∑
∞=

=

n

n )!n(
)!n(

1 2
2 ;    б) ∑

⋅

∞=

=

n

n ncosn1 3 2
1 . 

10.  а) ∑
+∞=

=

n

n )!n(
)!n(!n

1 2
1 ;   б) ∑

+∞=

=

n

n n
ncos

1

21 . 

 
РАЗДЕЛ 2. Степенные ряды 

Степенные ряды имеют вид: 

 ∑
∞=

=

n

n

n
n xa

0
 – ряд по степеням  х; 

( )∑ −
∞=

=

n

n

n
n xxa

0
0 – ряд по степеням (х-х0).  
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Степенной ряд сходится на некотором интервале )R,R( − , который 
называется областью сходимости, то есть для любого значения x из ин-
тервала )R,R( −  мы получаем числовой сходящийся ряд. Половина это-
го интервала называется радиусом сходимости. 

Для определения интервала (радиуса) сходимости применяются 
формулы: 

1+∞→
=

n

n
n a

a
limR ;          

n nn a
limR 1

∞→
= . 

Рассмотрим примеры. 
 
Пример 1 
 
Определить область сходимости степенного ряда и проверить схо-

димость на границах интервала: 

∑
⋅

⋅∞=

=

−n

n

n

n
x

1 2

41

3
5 , т.е.   2

1

3
5

n
a

n
n

⋅
=

−
;   

( )21
13

5
+⋅

=+
n

a
n

n . 

Находим R: 
5
111

5
1

53
135 2

2

21
=






 +=

⋅⋅

+⋅⋅
=

∞→

−

∞→ nlim
n

)n(
limR

nn

n

n
, т.е. область 

сходимости 





−

5
1;

5
1 . 

Проверим сходимость на границах интервала. На правой границе ин-

тервала 
5
1

=x , соответствующий  числовой ряд имеет вид: 

∑
⋅

=∑
⋅







⋅

∞=

=

∞=

=

−
n

n

n

n

n

nn 1 21 2

4
1

15
1

3
5
15

 – ряд сходится. 

 
Если на правой границе интервала ряд сходится, то на левой также схо-

дится, так как соответствующий числовой ряд будет знакопеременным. 
Если на правой границе интервала ряд расходится, то границы ин-

тервала не включаются в область сходимости. 

В рассматриваемом примере интервал сходимости 
5
1

5
1

≤≤− x . 
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Пример 2 
 
Условие то же, что в примере 1: 

( )
∑

−⋅∞=

=

n

n

nn

n
x

1 2
22 , т.е. 2

2
n

a
n

n = ; 
( )2

1

1
1

2
+

=
+

+
n

a
n

n . 

Находим R:   ( )
2
111

2
1

2
12 2

12

2
=






 +=

⋅

+
=

∞→+∞→ nlim
n

n
limR

nn

n

n
. 

Значит область сходимости 
2
12

2
1

<−<− x , или 
2
5

2
3

<< x . 

Проверим сходимость на правой границе интервала: 

2
5

=x ; ∑=∑






⋅

∞=

=

∞=

=

n

n

n

n

n
n

nn 1 21 2
12

12
 – ряд сходится. 

Значит, границы включаются в область сходимости 
2
5

2
3

≤≤ x . 

 
Теоретические вопросы к разделу 2 

 
1. Степенной ряд по степеням x, ( 0xx− ). 
2. Область сходимости степенного ряда, радиус сходимости. 
3. Формулы вычисления радиуса сходимости степенного ряда. 
 
Задание  
Найти область сходимости и проверить сходимость на границах ин-

тервала:  

1.  а) nn

n
x

n
n

⋅∑
−

∞=

=1 12
;   б) ∑

+

−∞=

= −

n

n n

nn

)n(
)x(

1 1 15
13 ; 

2. а) ∑
⋅∞=

=

−n

n n

nn

n

x
1 2

1

55

3 ;   б) ∑
+

−∞=

= −

n

n n

nn

)n(
)x(

1 132

2

21
35 ; 

3.  а) ∑
+

⋅∞=

=

n

n n

nn

)n(

x
1 2 13

2 ;   б) ∑
−

−∞=

= +

−n

n n

nn

)n(
)x(n

1 1

13

412
22 ; 

4.  а) ∑
+⋅

⋅∞=

=

n

n n

nn

)n(
x

1 2 12
5 ;   б) ∑

+

−+∞=

= +

−n

n n

nn

)n(
)x()n(

1 152

122

232
152 ; 
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5.  а) ∑
+
⋅⋅∞=

=

n

n

nn

)!n(
x!n

1 5
2 ;   б) ∑

+

−+∞=

=

n

n n

n

)n(
)x)(n(

1 23

2

31
225 ; 

6.  а) ∑
⋅

⋅∞=

= −

+n

n n

nn

n
x

1 12

1

5
3 ;   б) ∑

−

−+∞=

= +

n

n n

nn

)n(
)x)(n(

1 212

23

25
122 ; 

7.  а) ∑
⋅+

⋅∞=

=

−n

n n

nn

)nn(
x

1 2

13

2
5 ;   б) ∑

+

−∞=

= +

+n

n n

nn

)n(
)x(n

1 312

332

53
25 ; 

8.  а) ∑
+⋅

∞=

=

+n

n

nn

)n(n
x

1 2

3 1

1
2 ;   б) ∑

+

−∞=

= −

+n

n n

nn

)n(
)x(n

1 212

213

13
12 ; 

9.  а) ∑
−

⋅⋅∞=

= −

−n

n n

nn

)n(
xn

1 3

2

33
2 ;   б) ∑

+

−+∞=

= −

+n

n n

nn

)n(
)x)(n(

1 22

213

512
122

; 

10.  а) ∑
+

⋅∞=

=

n

n n

n

)!n(
x!n

1 23
;   б) ∑

+

−+∞=

= −

−n

n n

nn

)n(
)x)(n(

1 132

212

415
253 . 

 
 

РАЗДЕЛ 3. Приложение степенных рядов 

3.1. Приближенное вычисление определенных интегралов 

В курсе высшей математики доказывается, что функцию ( )xf , кото-
рая бесконечное число раз дифференцируемая, в точке x = 0 можно за-
писать  в виде ряда: 

( ) ...)(f
!n

x...)(f
!

x)(fx)(f)x(f n
n

+++′′+′+= 00
2

0
1

0
2

, который назы-

вается рядом Маклорена. 
 
Примеры разложения функций в ряды 
 

1. )x(R
)!n(

x)(...
!

x
!

xxxsin n

n
n +

−
−+++−=

−
+

12
1

53

12
1

53
; 

2. )x(R
!n

x...
!

x
!

x
!

xxcos n

n
++−+−=

642
1

642
; 

3. )x(R
!n

x...
!

x
!

xxe n

n
x ++++++=

32
1

32
; 
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4. )x(R
!n

x)(...
!

x
!

xxe n
n

nx +−++−+−=− 1
32

1
32

 ∞∈ ...0n ; 

5. )x(R
n
x)(...xxxx)xln( n

n
n +−++−+−=+ +1

432
1

432
1 ; 

6. )x(Rx)(...xxx
x n

nn +⋅−++−+−=
+

11
1

1 32    и т.д. 
 

( )xRn – называют остаточным членом ряда, причем для знакопере-
менных рядов его величина ограничена последним отбрасываемым 
членом. 

Например: вычислим 10sin  с точностью  до  10-3, так как 

1745330
18

10 ,≈
π

= , то ...
!!!

sin
753

187
1

185
1

183
1

18
10 






 π−






 π+






 π−

π
= , при-

чем, ограничиваясь первым двумя членами, получим 

173640
183

1
18

10
3

,
!

sin =





 π−

π
≈ , а точность приближения не превышает 

величины 6
5

10351
185

1 −⋅<





 π<δ ,

!
.  

 
Пример  
 
Вычислить определенный интеграл с точностью до 0,001: 

0,945786.≈

≈−+−=
⋅

−
⋅

+
⋅

−=










⋅
−

⋅
+

⋅
−≈

=









+−+−=










+−+−= ∫∫∫

35280
1

600
1

18
11

77
1

55
1

33
11

775533

753
1

753
1

1

0

753

1

0

6427531

0

1

0

!!!!
x

!
x

!
xx

dx...
!

x
!

x
!

xdx...
!

x
!

x
!

xx
x

dx
x

xsin

 

Причем точность вычисления  6-102,7
!

⋅=<δ
9
1 . 

 
Задание  
Вычислить определенный интеграл с точностью до 0.001. 

1. dxex x⋅∫
1

0

;  2. dx
x

)xln(
∫

+
1

0

1 ;  3. dxxcosx ⋅∫
1

0

; 
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4. dx
x
xsin

∫
1

0

;  5. dxxsinx ⋅∫
1

0

;  6. dxex x−⋅∫
1

0

3
2

; 

7. dx
x

xsin
∫
1

0

;  8. dxe x∫ −
1

0

;  9. dxxcosx∫
1

0

2 ; 

10. dxxsinx∫
1

0

2 . 

 
3.2. Интегрирование дифференциальных уравнений  

             с помощью рядов 

Рассмотрим уравнение вида 
)y;x(fy =′ , 

 с начальным условием y(0) = y0.  
Решение уравнения ищем в виде степенного ряда: 
 

y = a0 + a1 x +a2 x2 +…+ an xn +…. 
 

Задача заключается в нахождении коэффициентов аi. 
Найдем коэффициент a0, подставив в начальное условие решение в 

виде ряда: 
y0 = a0 + a10 + 02a …,  т.е.  a0 = y0. 

Подставим теперь начальное условие в правую часть уравнения: 
 

000 'y)y;(fy ==′ . 
 

Продифференцируем  решение 
 

y′  = a1 +2a2 x + 3a3 x2 + 4a4 x3 +…. 
 

С учетом начального условия имеем   a1 = 0y′  . 
Последовательно дифференцируем  решение и находим необходи-

мое количество коэффициентов a1. 
 
Пример  
 

2022 =++=′ − )(y,exyy x . 
 

Решение ищем в виде: 
 

y = a0 + a1 x +a2 x2 + a3 x3 +… 
 

Необходимо найти 3 члена ряда отличных от нуля. 
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Решение 
 
Из начального условия следует a0 = 2. 
Подставляем начальное условие в правую часть исходного уравнения:  
 

)(y 0′ = 22 + 0 + e0 = 5. 
 

Продифференцируем  решение в виде ряда: 
 

y′  = a1 +2a2 x + 3a3 x2 + 4a4 x3 +…. 
 

И так как 50 =)('y , то a1 = 5. 
Продифференцируем левую и правую часть исходного уравнения: 
 

,exyyy x−−+′⋅=′′ 22 т.е.  .e)(y 1905220 0 =−+⋅⋅=′′  
 

С другой стороны, y ′′ = 2 a2 + 6 a3 x + 12 a4 x2 +…. 

Сравнивая значения )(y 0′′ , находим  
2

19
2 =а . 

Таким образом искомое решение в виде ряда имеет вид: 
 

2
2

1952 xxy ++= . 

Задание 
Найти три первых значащих члена разложения в степенной ряд реше-

ния дифференциального уравнения с заданным начальным условием: 
1. 202 22 =++=′ )(y,exyxy x ; 

2. 1052 =+=′ )(y,exyy x ; 

3. 1022 −=−+=′ − )(y,xeyyxy x ; 

4. 202 −=−+=′ )(y,xyyey x ; 

5. 3012 2 =−+=′ )(y,xyey x ; 

6. 10222 =++=′ − )(y,xeyxy x ; 

7. 202 22 =+=′ )(y,yeyxy x ; 

8. 4022 =+−−=′ )(y,exyyxy x ; 

9. 1022 =++=′ − )(y,eyxxyy x ; 

10. 303 =+−=′ − )(y,xeyxy x .  
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