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ВВЕДЕНИЕ 

Данное методическое пособие содержит контрольные работы №3 и №4, 
рассчитанные на 1 и 2 семестры второго года обучения.  

В пособие включены методические указания по выполнению заданий. 
Весь материал, содержащийся в контрольных работах, разбит на разделы. 
Такое разбиение выбрано для того, чтобы студент мог самостоятельно 
пополнить материал, выдаваемый преподавателем за короткое время, 
отведенное на аудиторные занятия. В конце каждого раздела находятся 
теоретические вопросы, которые даны студенту в помощь при подготовке к 
сдаче экзамена. Отвечая на вопросы устно, студент выстраивает 
последовательность ответа, что способствует повышению уровня 
самоорганизации. Содержащиеся в пособии практические задания требуется 
выполнить в тетради и сдать на проверку. В данном пособии теоретические 
вопросы и практические задания выступают как средства развития 
интеллектуальных способностей. 

Нумерация заданий в контрольных работах соответствует последней 
цифре шифра зачетной книжки студента. Примечание: если последняя цифра 
в шифре 0, то ей соответствует 10 вариант. 

В пособие включен список литературы, которой студентам, по 
необходимости, рекомендуется пользоваться при выполнении заданий 
контрольных работ и для подготовки к сдаче экзамена или зачета. 

Материал в пособии выстроен таким образом, чтобы помочь студенту 
выйти на уровень самоорганизации, самообразования и самовоспитания при 
подготовке к экзамену (зачету).  
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Контрольная работа № 3 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Раздел 1. Дифференциальные уравнения второго порядка с 
постоянными коэффициентами 

Определение 1. Дифференциальным уравнением называется 
соотношение, связывающее независимую переменную x, неизвестную 
функцию y , и ее производные 'y , ''y  и т. д., причем порядок уравнения 
равен порядку наивысшей производной. 

Рассмотрим уравнение 2-го порядка: 
 

)x(fby'ay''y =++ ,                                              (1) 
 

где a , b  – постоянные действительные коэффициенты; )x(f  – неизвестная 
функция. 

Уравнение (1) дополняется начальными условиями  
 

00 y)(y = ; 00 'y)('y = .                            (2) 
 
Общее решение уравнения (1) представляет собой сумму: *yyy += , где 

*y  –  частное решение уравнения (1), а y  – решение однородного уравнения: 
 

0=+′+′′ ybyay .                      (3) 
 
1.1. Однородное дифференциальное уравнение  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

Решение уравнения (3) будем искать в виде kxey = , тогда для 
определения числа k  получаем характеристическое уравнение: 

 
02 =++ bakk ,                                       (4) 

 
решение которого имеет вид: 
 

Dabaak , ±−=−±−=
242

2

21 , 

где baD −=
4

2
 – дискриминант. 
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Рассмотрим три случая решения характеристического уравнения. 
1. Если 0>D , т. е. корни характеристического уравнения 

действительные и разные 21 kk ≠ . Тогда обе функции xke 1  и xke 2  
удовлетворяют уравнению (3), и общее решение имеет вид 

 
xkxk eCeCy 21 21 += . 

 
Для нахождения частного решения необходимо использовать условия (2). 
 
Пример 1  
Найти частное решение дифференциального уравнения 045 =+− y'y''y  с 

начальными условиями 10 =)(y , 20 =′ )(y . 
Решение: 
Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид: 

 
0452 =+− kk . 

 

Определим значение дискриминанта 02524
4
5 2

>=−
−

= ,
)(

D  и 

найдем корни ⇒−
−

±
−

−= 4
4
5

2
5 2

21
)(k ,  11 =k ; 42 =k  – действительные 

и разные 21 kk ≠ . 
Тогда решение дифференциального уравнения: 
 

xx eCeCy ⋅⋅ += 4
2

1
1 . 

 
Для нахождения частного решения найдем производную 'y  от получен-

ного уравнения: 
xx eCeC'y 4

21 4+= .                                            (5) 
 
Подставляя начальные условия при 0=x  в найденные )x(y  и )x('y , 

получим систему для определения постоянных 1C  и 2C : 
 





=+−
−=

⇒




=+
=+

.СС
;СС

;СС
;СС

241
1

24
1

22

21

21

21  

Отсюда  

3
1

2 =C ;      
3
2

1 =C . 
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Подставляем коэффициенты 1C  и 2C  в уравнение (5), тогда частное 

решение исходного уравнения примет вид: 
 

xx ee)x(y 4
3
2

3
1

+= . 

 
2. Если 0=D , корни характеристического уравнения действительные и 

равные kkk == 21 , тогда общее решение записывается в виде: 
 

kxe)xCC(y 21 += . 
 
Пример 2 
Найти частное решение уравнения: 4 4 0y y y′′ ′+ + = , с начальными 

условиями 20 =)(y , 10 =)('y . 
Решение: 
Составим соответствующее характеристическое уравнение: 

 
0442 =++ kk . 

 

Вычислим дискриминант 04
4

42
=−=D  и корни уравнения  

 

⇒−±−= 4
4

4
2
4 2

21,k  221 −== kk . 

 
Таким образом, общее решение имеет вид: 
 

xe)xCC()x(y 2
21

−+= . 
 
Найдем производную от полученного уравнения: 
 

).xCC(eeC)x('y xx
21

22
2 2 +−= −−                                (6) 

 
Подставим начальные условия при 0=x  в )x(y  и )x('y . Таким 

образом, получим систему: 
 





+=
=

⇒




=−
=

.СС
;С

;СС
;С

12
2

12
2

12

1

12

1  21 =⇒ C , 52 =C . 
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При подстановке 1C  и 2C  в уравнение (6) частное решение примет вид: 

 
xe)x()x(y 252 −+= . 

3. Если 0<D , в этом случае корни характеристического уравнения 
комплексные: 

,

2

1 2 2 4
a a

k b iα β= − ± − = ± , 

 

где ba,a
−=β−=α

42

2
. Общее решение однородного дифференциального 

уравнения имеет вид: 
).xsinCxcosC(e)x(y x β+β= α

21  
 
Пример 3  
Найти общее решение дифференциального уравнения 0134 =++ y'y''y . 
Решение: 
Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид: 
 

01342 =++ kk . 
 

Определим знак дискриминанта 0913
4

42
<−=−=D  и корни уравнения: 

 

ik 3213
4

4
2
4 2

2,1 ±−=−±−= ,  где  𝑖𝑖 = √−1. 

 
где ,1 2 2 3k i= − ± ,   2−=α ;   3=β . 

 
Тогда общее решение запишется в виде: 
 

).xsinCxcosC(e)x(y x 33 21
2 += −  
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Задание 1 к разделу 1 

. ) '' ' ; ( ) ; '( ) ;
) '' ' ; ( ) '( ) ;

. ) '' ' ; ( ) ; '( ) ;
) '' ' ; ( ) '( ) ;

. ) '' ' ; ( ) ; '( ) ;
) '' ' ; ( ) '( ) ;

1 2 14 12 0 0 1 0 1
8 16 0 0 0 2

2 3 12 9 0 0 2 0 1
12 36 0 0 0 4

3 2 16 30 0 0 1 0 2
14 49 0 0 0 3

a y y y y y
б y y y y y
a y y y y y
б y y y y y
a y y y y y
б y y y y y

− + = = − =
+ + = = =
− + = = =

− + = = =
− − − = = = −
+ + = = =

 

. ) '' ' ; ( ) ; '( ) ;
) '' ' ; ( ) '( ) .

. ) '' ' ; ( ) ; '( ) ;
) '' ' ; ( ) '( ) ;

. ) '' ' ; ( ) ; '( ) ;
) '' ' ; ( ) '( ) ;

. ) '' '

4 4 32 48 0 0 2 0 3
12 36 0 0 0 6

5 3 18 0 0 3 0 2
2 0 0 0 7

6 8 8 0 0 2 0 3
4 4 0 0 0 5

7 7 35 28

a y y y y y
б y y y y y
a y y y y
б y y y y y
a y y y y
б y y y y y
a y y

− + = = − =
− + = = =

− + = = − =
− + = = =
− = = =

+ + = = =
− + ; ( ) ; '( ) ;

) '' ' ; ( ) '( ) ;
. ) '' ' ; ( ) ; '( ) ;

) '' ' ; ( ) '( ) ;
. ) '' ' ; ( ) ; '( ) ;

) '' ' ; ( ) '( ) ;
. ) '' ; ( ) ;

0 0 3 0 4
6 9 0 0 0 8

8 9 27 18 0 0 4 0 7
2 0 0 0 2

9 6 36 30 0 0 3 0 2
10 25 0 0 0 4

10 7 28 0 0 5

y y y
б y y y y y
a y y y y y
б y y y y y
a y y y y y
б y y y y y

a y y y

= = − =
− + = = =

− + − = = =
+ + = = =
− + = = − =

− + = = =
− = = '( ) ;

) '' ' ; ( ) '( ) .
0 1

6 9 0 0 0 6
y

б y y y y y
= −

+ − = = =

 

  
1.2. Неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка с 

постоянными коэффициентами 

Рассмотрим построение общего решения уравнения (1). 
Решение этого уравнения имеет вид: 

)x(y)x(y)x(y *+= , где y  – решение соответствующего однородного 
уравнения (см. подраздел 1.1 раздела 1). 

Для нахождения функции )x(y*  воспользуемся методом подбора. 

Предположим, что выбор функции )x(y*  не зависит от решения 
однородного уравнения. 

Пусть правая часть дифференциального уравнения (1) имеет вид: 
1) 21 kk,ae)x(f x ≠≠α= α , тогда x* Ae)x(y α= ; 
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2) 0
0

≠= ∑
=

a,xa)x(f
n

i

i
i , тогда ∑=

=

n

i

i
i

* xA)x(y
1

; 

3) 21 kk,xsina)x(f ≠≠ββ= , тогда xcosAxsinA)x(y* β+β= 21 ;  

4) 21 kk,xcosa)x(f ≠≠ββ= , тогда xcosAxsinA)x(y* β+β= 21 ; 
причем A, )n,...,,i(Ai 21= , 21 A,A  – неопределенные коэффициенты, 21 k,k  
– корни характеристического уравнения. 

 
Пример 4 
Найти частное решение уравнения: xey'y''y 232 =+−  с начальными 

условиями 3010 == )('y;)(y . 
Решение: 
Общее решение дифференциального уравнения будем искать в виде 

суммы:  
)x(y)x(y)x(y *+= , 

 
где )xCC(e)x(y x

21 +=  (см. подраздел 1.1 раздела 1). 

Исходя из вида правой части исходного уравнения, выберем )x(y* : 
 

x* Aey 2= . 
 

Для того чтобы вычислить значение неопределенного коэффициента A, 
находим производные: 

x*x* Ae')'y(;Ae)'y( 22 42 ==  
 

и подставляем их в левую часть исходного дифференциального уравнения, 
получим: 

xxxx eAeAeAe 2222 344 =+− . 
 

Откуда следует, что 3=A  и x* e)x(y 23= . 
Следовательно, общее решение неоднородного уравнения имеет вид: 
 

xx eexCCxy 2
21 3)()( ++= . 

 
Найдем производную )x('y  от полученного решения, учитывая, что  1C  

и 2C  – некоторые постоянные: 
 

xxx ee)xCC(eC)x('y 2
212 6+++= , 
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и подставим начальные условия при 0=x  в )x(y  и )x(y′ , тогда: 
 

⇒




=+−
−=

⇒




=++
=+

,С
;С

,СС
;С

362
2

36
13

2

1

12

1  1;2 21 −=−= CC . 

 
Таким образом, частное решение окончательно примет вид: 
 

xx e)x(ey 213 2 +−= . 
 
Пример 5 
Найти частное решение: 433'2'' 2 +=−− xyyy  с начальными условиями 

5030 == )('y;)(y . 
Решение: 
Общее решение дифференциального уравнения имеет вид: 

 
*yy)x(y += , 

 
где xx eCeCy 3

21 += −  (см. подраздел 1.1 раздела 1). 

Опираясь на вид правой части исходного уравнения, выбираем )x(y* : 
 

CBxAx)x(y* ++= 2 , 
 

где C,B,A  – неопределенные коэффициенты. 
Для того чтобы вычислить значения неопределенных коэффициентов 

C,B,A , находим )'y( *  и ')'y( * : 
 

A')'y(;BAx)'y( ** 22 =+= . 
 

Полученные производные подставляем в левую часть исходного 
дифференциального уравнения: 

 
43)(3)2(22 22 +=++−+− xCBxAxBAxA ; 
43)322()34(3 22 +=−−+−−+− xCBAxBAAx . 

 
Находим коэффициенты C,B,A  следующим образом: приравниваем 

коэффициенты левой и правой части полученного уравнения при одинаковых 
степенях x: 
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.

2

1

0

3 3
4 3 0

2 2 3 4

при x A
при x A B
при x A B C

− =
− − =
− − =

 

 
Решением описанной выше системы из трех уравнений является: 

 

9
26;

3
4;1 −==−= CBA . 

 
Следовательно, общее решение имеет вид: 
 

9
26

3
423

21 −+−+= − xxeCeCy xx
. 

 
Используя начальные условия, вычислим коэффициенты 1C  и 2C . 

Находим производную: 

3
423' 3

21 +−+−= − xeCeCy xx . 

 
Подставляем начальные условия при 0=x  в )x(y  и )x(y′ , тогда  

получим систему: 









=++−

=−+

,5
3
43

;3
9
26

21

21

CC

CC
 

откуда 
18
43;

2
7

21 == CС , а, следовательно, частное решение имеет вид: 

 

9
26

3
4

18
43

2
7 23 −+−+= − xxeey xx

. 

 
Теоретические вопросы к разделу 1 
 

1. Определение дифференциального уравнения, начальные условия. 
2. Структура общего решения дифференциального уравнения 

второго порядка, частное решение. 
3. Однородное дифференциальное уравнение с постоянными 

коэффициентами, характеристическое уравнение. 
4. Три случая решения характеристического уравнения и 

соответствующее общее решение однородного уравнения. 
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5. Структура общего решения дифференциального уравнения 
второго порядка. 

6. Метод подбора частного решения неоднородного 
дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами. 
 
Задание 2 к разделу 1 
 
Найти частные решения, удовлетворяющие начальным условиям 

(начальные условия для обоих уравнений одинаковы): 
. ) " ' ;

) " ' ;

5

2

1 4 4 3
2 14 16 4 2 6

xa y y y e
б y y y x x

− + − =

− − = + −
 ( ) '( )0 0 2y y= = ; 

. ) " ' ;
) " ' ;

3

2

2 3 21 30 5
4 3 5 2

xa y y y e
б y y y x

−− + =

− − − = − −
  ( ) '( )0 0 4y y= = ; 

. ) " ' ;
) " ' ;

4

2

3 5 5 7
4 20 14 4 20

xa y y e
б y y y x x

+ =

− + = +
  ( ) '( )0 0 5y y= = ; 

. ) " ' ;
) " ' ;

2

2

4 6 42 36 8
2 4 2 2 2 2

xa y y y e
б y y y x x

− + =

− + − = − + +
  ( ) '( )0 0 2y y= = − ; 

. ) " ' ;
) " ' ;2

5 3 9 6 4
2 18 28 2 2 6

xa y y y e
б y y y x x

− + − = −

− + = + +
  ( ) '( )0 0 4y y= = − ; 

. ) " ' ;
) " ' ;

2

2

6 5 30 40 4
2 8 6 2 16 4

xa y y y e
б y y y x x

−− + =

− + = + −
   ( ) '( )0 0 3y y= = ; 

. ) " ;
) " ' ;

6

2

7 6 6 11
7 21 14 42 49

xa y y e
б y y y x x

+ =

− + = −
  ( ) '( )0 0 5y y= = − ; 

. ) " ' ;
) " ' ;

3

2

8 3 9 12 14
5 40 75 20 35

xa y y y e
б y y y x

−− − =

− + − = − +
  ( ) '( )0 0 1y y= = − ; 

. ) " ' ;
) " ' ;

4

2

9 4 20 7
8 56 84 24 8

xa y y e
б y y y x

− + =

− + = − +
  ( ) '( )0 0 1y y= = ; 

. ) " ' ;
) " ' ;

5

2

10 2 10 12 3
6 9 2 3

xa y y y e
б y y y x x

− + =

− + − = − − +
  ( ) '( )0 0 6y y= = . 
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Контрольная работа № 4 
РЯДЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 

Раздел 2. Числовые ряды 

Определение 1. Числовым рядом называется бесконечная сумма членов 
последовательности: 

∑=…++…++
∞

=1
21

i
in u   u  u u . 

 
Признаки сходимости знакоположительного числового ряда можно 

разделить на необходимый и достаточные. 
Необходимый признак сходимости состоит в том, что:  
 

0lim
n

=
∞→

nu . 

 
Если этот признак не выполняется, то ряд расходится.  

Рассмотрим четыре достаточных признака сходимости числового ряда 

∑
∞

=1i
iu . 

1. Признак Даламбера. 

Если q
u

u
lim

n

n
n

=+

∞→

1 , то 




>
<

,расходит сярядqпри
,сходит сярядqпри

1
1

 

при q = 1 получаем неопределенность, надо применить другой признак. 
2. Радикальный признак Коши. 

Если qulim n n
n

=
∞→

, 




>
<

,расходит сярядqпри
,сходит сярядqпри

1
1

 

при q = 1 получаем неопределенность, следовательно, необходимо выбрать 
другой признак сходимости. 

3. Интегральный признак Коши. 

Если dnun∫
∞

1
 существует, то  ряд сходится; если интеграл не существует  

(т. е. равен ∞± ) – ряд расходится. 
4. Признак сравнения. 

Если ∑
∞

=1n
nv  сходится и nn vu ≤ , то ∑

∞

=1n
nu  также сходится, если ∑

∞

=1n
nv  

расходится и nn vu ≥ , то ∑
∞

=1n
nu  также расходится.  
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Второй признак сравнения. Рассмотрим два ряда ∑
∞

=1n
nu  и ∑

∞

=1n
nv . Если 

существует конечный, отличный от нуля предел 
nv
nu

n ∞→
iml , то оба ряда 

сходятся или расходятся одновременно. 
 

Для признака сравнения в качестве ряда ∑
∞

=1n
nv  часто используется 

гармонический ряд ∑ 1
𝑛𝑛

∞
𝑛𝑛=1  , который всегда расходится. Также для сравнения 

используется обобщенный гармонический ряд ∑ 1
𝑛𝑛𝛼𝛼

∞
𝑛𝑛=1 , который при 𝛼𝛼 > 1 

сходится, при 𝛼𝛼 ≤ 1 расходится. Таким образом, ряд вида ∑
Α∞

= α1n n
 будет 

,
,

1
1

при ряд сходится
при ряд расходится

α
α

>
 ≤

 где −A  произвольная  

постоянная величина; причем 0≠
∞→ n

n
n v

ulim . 

 
Пример 1 

Исследовать ряд ∑
∞

=

+

+1

1

1
3

n

n

)!n(
 на сходимость. 

Решение: 
Применим признак Даламбера: 
 

)!n(
u

n

n 1
3 1

+
=

+
; 

)!n()!)n((
u

nn

n 2
3

11
3 211

1 +
=

++
=

+++

+ ; 

=
++⋅

+⋅
=

+⋅

+⋅
=

∞→+

+

∞→

+

∞→ )n()!n(
)!n(

lim
)!n(
)!n(

limu
u

lim n

n

nn

n

nn

n

n 2133
133

23
13

1

2

1

2
1  

⇒<=
+∞

=
+

=
∞→

10
2

3
2

3
nlim

n
 ряд сходится. 

 
Пример 2 

Исследовать ряд  
32

2
1

1
1 3

n

n

n
n n

∞

=

 +
 + + 

∑  на сходимость. 

Решение: 
Применим радикальный признак Коши: 
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3 3 32 2

2 2
1 1 1 1lim lim 1

1 3 1 3 3 27

n

n
n n

n n
n n n n→∞ →∞

   + +  = = = <     + + + +     
. 

Отсюда следует, что ряд сходится. 

Замечание: 
32

2
1lim

1 3n

n
n n→∞

 +
 + + 

 вычисляем следующим образом: так как в 

числителе и знаменателе дроби старшие степени переменной n  равны, то 
выписываем коэффициенты при 2n  соответственно из числителя и 
знаменателя. 

 
Пример 3 

Исследовать ряд  ∑
∞

=13n n
nln

 на сходимость. 

Решение: 
Применим интегральный признак Коши: 

∫∫∫
∞∞∞

===

∞=∞=⇒∞=
==⇒=

=

=

=
00

11

001 3
1

30113
tdtdtt

lntx
lntx

x
dxdt

txln

dx
x
xln

 

∞=⋅−
∞
⋅=⋅==

∞
∞

∫ 2
0

3
1

23
1

23
1

3
1 22

0

2

0

ttdt  , 

 
 так как интеграл не существует, то ряд расходится. 

 
Пример 4 

Исследовать ряд  ∑
∞

= −+1 2 3
4

n nn
 на сходимость. 

Решение: 

Сравним  ряд с ∑
∞

=1 2
4

n n
, который сходится, так как степень α  переменной 

n : 12 >=α . При этом  22
4

3
4

nnn
<

−+
, следовательно ряд  ∑

∞

= −+1 2 3
4

n nn
 

также сходится.  
 
Пример 5 
 Исследовать на сходимость ряд ∑

∞

= −+1
3 12n nn

n . 
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Решение. Общий член данного ряда 
123 −+

=
nn

nan . Рассмотрим ряд ∑
∞

=1n
nb , 

где 2

1
n

bn = (*). В дальнейшем будет показано, что ряд (*) сходится. Применим 

к данным рядам второй признак сравнения. Имеем 1
12

limlim 3

3

=
−+

=
∞→∞→ nn

n
b
a

n
n

n

n
. 

Тогда по второму признаку сравнения исследуемый ряд сходится. 
 
 
Теоретические вопросы к разделу 2 
 

1. Необходимый признак сходимости числового ряда. 
2. Достаточный признак Даламбера. 
3. Радикальный признак Коши. 
4. Интегральный признак Коши. 
5. Признаки сравнения. 

 
Задание 1 к разделу 2 
 
Выписать три первых члена и исследовать сходимость числовых рядов: 

1.    а) ∑
∞

= ⋅1

5
n

n

!nn
;    б) ∑

∞

= +
+

1 1
1

n n
)nln(

; 

2.    а) ∑
∞

=

−

−⋅

⋅

1

21

15
4

n n

n

)!n(
n

;   б) ∑
∞

= ++1 25

4

24n )nn(
n

; 

3.    а) ∑
∞

=
−

+

+⋅1 2

2

13
7

n n

n

)!n(
;           б) ∑

∞

=1 3

2
n n

ncos
; 

4.   а) ∑
∞

= +⋅
−

1

2

2
15

n

n

)!n(n
)n(

;   б) ∑
∞

= −+13 25 4

4
n nn

n
; 

5.   а) ∑
∞

= −
⋅

1

3

1
3

n

n

)n(!n
n

;            б) ∑
∞

= −+1 3

2

13n nn
n

; 

6.   а) ∑
∞

= −1 1

2

3n n n
n

;    б) ∑
∞

= −⋅−1 44
1

n )nln()n(
; 

7.   а) ∑
∞

=

+

−⋅1 42

2

123
7

n n

n

n
;   б) ∑

∞

= +1 24
2

n n

n

e
e

; 

8.    а) ∑
∞

=

−

+
−⋅

1

13

1
15

n

n

)!n(
)!n(

;           б) ∑
∞

=

−

1

2

2
5

n nn
nn

; 
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9.    а) ∑
∞

= ⋅

−

14
1

n n )!n(
)!n(

;             б) ∑
∞

= −13 2 3
8

n )n(n
; 

10.  а) ∑
∞

= − ⋅

+

1 323
1

n n n
)!n(!n

;   б) ∑
∞

= −+

+

1 36

2

5
1

n nnn
n

. 

 
Раздел 3. Степенные ряды 

Определение 2. Степенные ряды имеют вид: 

 ∑
∞

=0n

n
n xa  – ряд по степеням х; 

( )∑
∞

=
−

0
0

n

n
n xxa – ряд по степеням )xx( 0− .  

Определение 3. Если степенной ряд сходится на интервале )R;R( − , то 
этот интервал называется областью сходимости ряда, т. е. для любого 
значения )R;R(x −∈  числовой ряд сходится. Половина этого интервала 
называется радиусом сходимости. 

Для определения радиуса сходимости применяются следующие формулы: 

1+∞→
=

n

n
n a

a
limR ; 

n nn a
limR 1

∞→
= . 

Затем определяется сходимость на концах интервала. Если на правой 
границе интервала ряд сходится, то на левой также сходится )RxR( ≤≤− , 
так как соответствующий числовой ряд будет знакопеременным. 

Если на правой границе интервала ряд расходится, то границы интервала 
не включаются в область сходимости )RxR( <<− . 

Рассмотрим примеры. 
 
Пример 5 
Определить область сходимости степенного ряда и проверить сходимость 

на границах интервала: 

∑
∞

= +

⋅

1 2 13
5

n

nn

n
x

. 

Решение: 

13
5
2 +

=
n

a
n

n ;   
( ) 113

5
2

1

1
++

=
+

+
n

a
n

n . 

Находим R:  
 

5
1

3
3

5
1

5513
4635

513
1135

12

2

12

2
=⋅=

⋅⋅+

++⋅
=

⋅+

++⋅
=

∞→∞→+∞→
lim

)n(
)nn(

lim
)n(

))n((
limR

nn

n

nn

n

n
, 
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т.е. область сходимости 





−

5
1;

5
1 . 

Проверим сходимость на границах интервала. На правой границе 

интервала 
5
1

=x , соответствующий  числовой ряд имеет вид: 

∑∑
∞

=

∞

= +
=

+







⋅

1 21 2 13
1

13
5
15

nn

n
n

nn
. 

 
Для проверки сходимости ряда сравним  его с  обобщенным 

гармоническим рядом ∑
∞

=1 2
1

n n
, который сходится, так как степень α  

переменной n : 12 >=α . При этом  22
1

13
1

nn
<

+
, тогда ряд  ∑

∞

= +1 2 13
1

n n
 

также сходится ⇒  
5
1

5
1

≤≤− x  – интервал сходимости. 

 
Пример 6 
Определить область сходимости степенного ряда и проверить сходимость 

на границах интервала: 
( )

∑
∞

= −
−⋅

1 13
12

n n

nn

n
x

. 

Решение: 

n
a n

n

n 13
2
−

= ; 
( ) ( )13

2
13

2 1

11

1

1
+

=
+

=
+

−+

+

+ nn
a n

n

n

n

n . 

Находим R:    
( ) ( )

2
3

23
1

2233
312

23
312

11111 =
⋅

=
⋅

+
=

⋅

+
=

−−∞→+−∞→ nn

nn

nnn

nn

n n
n

lim
n

n
limR . 

 
Тогда область сходимости  

 
3 3 3 31 1 1
2 2 2 2

x x− < − < ⇒ − + < < + ⇒
2
5

2
1

<<− x . 

 

Проверим сходимость на правой границе интервала 
2
5

=x : 
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∑∑
∞=

= −

∞

= −
=







⋅ n

n n

n

n n

n
n

nn 1 11 1 3
5

3
2
52

. 

 
Для проверки сходимости ряда применим признак Даламбера: 
 

,
)n()n(

u;
n

u n

n

n

n

nn

n

n 13
5

13
5

3
5 1

11

1

11 +
=

+
==

+

−+

+

+−
 

⇒>=
⋅

=
⋅+

=
⋅+

=
−−

∞→

−+

∞→

+

∞→
1

3
5

1
35

513
3355

513
35 11111

1
nn

nn

nnn

nn

nn

n

n )n(
n

lim
)n(

n
limu

u
lim  

 
ряд расходится. Значит, границы не включаются в область сходимости 

2
5

2
1

<<− x . 

 
Теоретические вопросы к разделу 3 
 

1. Степенной ряд по степеням x, ( 0xx− ). 
2. Область сходимости степенного ряда, радиус сходимости. 
3. Формулы вычисления радиуса сходимости степенного ряда. 

 
Задание 1 к разделу 3 
 
Найти область сходимости и проверить сходимость на границах 

интервала:  

1.  а) n

n

n
x

n
n
⋅

−
∑
∞

=

+

1

1

12
3

;   б) ∑
∞

= −
−

1 12
14

n n

nn

n
)x(

; 

2. а) ∑
∞

=

+ ⋅

1 2

1

5
4

n n

nn

nn
x

;   б) ∑
∞

= −−

+

1 1

2

31
22

n n

nn

)n(
)x(

; 

3.  а) ∑
∞

= −+

⋅

1 32

2

21

3
n

nn

n)n(
x

;  б) ∑
∞

= +

−

+

−

1 1

1

41
22

n n

nn

)n(
)x(n

; 

4.  а) ∑
∞

= +
⋅

1 3 23
5

n

nn

)n(
x

;   б) ∑
∞

= +

− −+

1 132 2
151

n n

nn

n
)x()n(

; 

5.  а) ∑
∞

= +

⋅

1 52n n

n

)!n(
xn

;   б) ∑
∞

= +
−−

1 3 512
215

n n

n

)n(
)x)(n(

; 
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6.  а) ∑
∞

= −

+

+−⋅

⋅

1 212

12

13
4

n n

nn

)nn(
x

;  б) ∑
∞

= +

−+

1 227
123

n n

nn

n
)x)(n(

; 

7.  а) ∑
∞

=
−

−

⋅++

⋅

1 13

1

224
3

n n

nn

)nn(
x

; б) ∑
∞

= +

−

1 3

32

53

22
n n

nn

)nn(
)x(n

; 

8.  а) ∑
∞

= −+⋅1 3 22

3

1

2
n

nn

)nn(n
x

;  б) ∑
∞

= −

+ −+

1 21

3

2
114

n n

nn

n
)x)(n(

; 

9.  а) ∑
∞

= −

+

−

⋅

1 232

3

35
2

n n

nn

)n(
x

;  б) ∑
∞

=

+

+

−+

1 2

31

2
123

n

nn

n)n(
)x)(n(

; 

10.  а) ∑
∞

=

− ⋅

1

1

22
3

n n

nn

)!n(
x!n

;   б) ∑
∞

=
−

−+

1 3212

2

43
23

n nn

n

n
)x)(n(

. 

 
Раздел 4. Приложение степенных рядов 

4.1. Приближенное вычисление определенных интегралов 

В курсе высшей математики доказывается, что функцию ( )xf , которая 
бесконечное число раз дифференцируемая, в точке 0=x  можно записать  в 
виде ряда: 

( ) ...)(f
!n

x...)(f
!

x)(fx)(f)x(f n
n

+++′′+′+= 00
2

0
1

0
2

, 

 
который называется рядом Маклорена. 

Рассмотрим примеры разложений функций в ряд: 

1. )x(R
)!n(

x)(...
!

x
!

xxxsin n

n
n +

−
−+++−=

−
+

12
1

53

12
1

53
,                        (7) 

2. )x(R
!n

x...
!

x
!

x
!

xxcos n

n
++−+−=

642
1

642
, 

3. )x(R
!n

x...
!

x
!

xxe n

n
x ++++++=

32
1

32
, 

4. )x(R
!n

x)(...
!

x
!

xxe n
n

nx +−++−+−=− 1
32

1
32

,  

5. )x(R
n
x)(...xxxx)xln( n

n
n +−++−+−=+ +1

432
1

432
1 , 

6. )x(Rx)(...xxx
x n

nn +⋅−++−+−=
+

11
1

1 32 , 
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где ( )xRn  – называют остаточным членом ряда, причем для 
знакопеременных рядов его величина ограничена последним отбрасываемым 
членом, ,...,,n 210=  

 
Пример 7 
Вычислить 10sin  с точностью до 310− . 
Решение: 

Так как 1745330
18

10 ,≈
π

= , то, подставляя 
18
π

=x  в разложение 

функции xsin  в ряд (7), получим 

...
!!!

sin
753

187
1

185
1

183
1

18
10 






 π−






 π+






 π−

π
= , причем, ограничиваясь 

первым двумя членами, получим 173640
183

1
18

10
3

,
!

sin =





 π−

π
≈ , а 

точность приближения не превышает величины 6
5

10351
185

1 −⋅<





 π<δ ,

!
.  

 
Пример 8 
Вычислить определенный интеграл с точностью до 0,001: 
Решение: 
 

0,945786.≈

≈−+−=
⋅

−
⋅

+
⋅

−=










⋅
−

⋅
+

⋅
−≈

=









+−+−=










+−+−= ∫∫∫

35280
1

600
1

18
11

77
1

55
1

33
11

775533

753
1

753
1

1

0

753

1

0

6427531

0

1

0

!!!!
x

!
x

!
xx

dx...
!

x
!

x
!

xdx...
!

x
!

x
!

xx
x

dx
x

xsin

 

Причем точность вычисления  6-102,7
!

⋅=<δ
9
1 . 

Задание 1 к разделу 3 
 
Вычислить определенный интеграл с точностью до 0.001. 

1. dxex x⋅∫ −
1

0

2 ;  2. dx
x

)xln(
∫

+1

0

1 ;  3. dxxcosx ⋅∫
1

0

5 3 ; 
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4. dx
x
xcos

∫
1

0 5
;  5. dxxsinx

∫
1

0 3
;  6. dx

x

e x
∫

−1

0 3
; 

7. dx
x

xsin
∫
1

0
25

;  8. dxe x∫ −
1

0

35 ;  9. dx
x
xcos

∫
1

0

2
; 

10.  dxxsinx
∫
1

0

2
6

. 

 
4.2. Интегрирование дифференциальных уравнений  

с помощью рядов 

Рассмотрим уравнение вида: )y;x(fy =′  с начальным условием 

00 y)(y = .  
Решение уравнения представляет собой степенной ряд: 
 

...xa...xaxaxaay n
n ++++++= 3

3
2

210                           (8) 
 
Задача заключается в последовательном нахождении коэффициентов 

,...n,...,,,i,ai 321= . 
Вычислим коэффициент 0a , подставив в начальное условие решение в 

виде ряда: 
( ) ...

... ( )

2 3
0 1 2 3

0 0 0

0 0 0 0
0 0n

n

y a a a a
a y a a y
= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + +

+ ⋅ + ⇒ = ⇒ =
. 

 
Подставим теперь начальное условие в правую часть дифференциального 

уравнения: 
000 'y)y;(fy ==′ . 

 
Найдем производную от выражения (8), учитывая, что коэффициенты ia , 

( ,...n,...,,,i 321= ) – некоторые постоянные: 
 

...xna...xaxaay n
n +++++=′ −12

321 32  
 
 
 
Подставим начальное условие в полученное выражение, тогда: 
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( ) ...
... ( )

2
1 2 3

1
1 1 0

0 2 0 3 0
0 0n

n

y a a a
na y a a y−

′ = + ⋅ + ⋅ + +

′ ′+ ⋅ + ⇒ = ⇒ =
. 

 
Таким образом, последовательно дифференцируя решение уравнения (8) 

и, подставляя каждый раз в полученную производную начальное условие, 
находим необходимое количество коэффициентов ,...n,...,,,i,ai 321= . 

 
Пример 9 
Найти первые три отличных от нуля члена ряда:  
 

2022 =++=′ − )(y,exyy x . 
Решение: 
Разложение в ряд имеет следующий вид: 
 

...xaxaxaay ++++= 3
3

2
210                                         (9) 

 
Из начального условия следует  

 
2000 === )(yya . 

 
Подставляем начальное условие в правую часть исходного уравнения:  

 
510200 2022

0 =++=++=′ −ey)(y . 
 

Продифференцируем решение (9): 
 

...xaxaay +++=′ 2
321 32  

 
Подставим в полученное выражение начальное условие, тогда: 

 
5003020 1

2
321 ==′⇒+⋅+⋅+=′ a)(y...aaa)(y . 

 
Продифференцируем левую и правую часть исходного 

дифференциального уравнения: 
xexyyy −−+′⋅=′′ 22  

 
и подставим в полученное выражение начальное условие: 

 
1910522020020 0 =−+⋅⋅=−⋅+′⋅=′′ −e)(y)(y)(y  
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С другой стороны, вторая производная от уравнения (9) равна: 

 
... ( ) ...

( )
( ) .

2 3 2 3

2 2

2 6 0 2 6 0
00 2

2

y a a x y a a
y

y a a

′′ ′′= + + ⇒ = + ⋅ + ⇒
′′

′′⇒ = ⇒ =
 

Тогда 
2

19
2 =а . 

Таким образом, искомое решение в виде ряда: 
 

2
2

1952 xxy ++= . 

 
Задание 2 к разделу 4 
 
Найти три первых значащих члена разложения в степенной ряд решения 

дифференциального уравнения с заданным начальным условием: 
1. 302 22 =++=′ )(y,exyxy x ; 

2. 2052 −=+=′ )(y,exyy x ; 

3. 1022 =−+=′ − )(y,xeyyxy x ; 

4. 402 =−+=′ )(y,xyyey x ; 

5. 2012 2 −=−+=′ )(y,xyey x ; 

6. 20222 =++=′ − )(y,xeyxy x ; 

7. 202 22 =+=′ )(y,yeyxy x ; 

8. 1022 −=+−−=′ )(y,exyyxy x ; 

9. 3022 −=++=′ − )(y,eyxxyy x ; 

     10. 403 −=+−=′ − )(y,xeyxy x .  
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