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ВВЕДЕНИЕ 

Настоящее издание написано в соответствие с программой по курсу высшей 

математики для втузов и ставит своей целью помочь студенту овладеть методами 

интегрирования. Это определило структуру пособия. В начале приведены теоре-

тические вопросы, затем предлагаются теоретические упражнения. Для каждого 

метода интегрирования даны ссылки на методическое пособие«Интегральное ис-

числение функции одной переменной» (Л.Н. Гамоля, Г.П. Кузнецова, Л.В. Мар-

ченко Издательство ДВГЦУПС 2004г.).  

Указания содержат варианты индивидуальных заданий для студентов 

ДВГУПС дневной формы обучения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 4 

ПРЕДИСЛОВИЕ 

Интегральное исчисление – это раздел математического анализа, в котором 

изучаются интегралы, их свойства, способы вычисления и приложения. Вместе с 

дифференциальным исчислением оно составляет основу аппарата математическо-

го анализа. 

Интегральное исчисление возникло из рассмотрения большого числа задач 

естествознания и математики. Важнейшие из них – физическая задача определе-

ния пройденного за данное время пути по известной, но переменной скорости 

движения и значительно более древняя задача вычисления площадей и объемов 

геометрических фигур. 

Центральным в интегральном исчислении является понятие интеграла, кото-

рое имеет две различные трактовки, приводящие к понятиям неопределенного и 

определенного интегралов. 

Рассматриваемая в интегральном исчислении обратная к дифференцированию 

математическая операция, называется интегрированием, которая состоит в отыс-

кании первообразной данной функции. Заметим, что, наряду с функцией F(x), 

первообразной для функции f(x), будет также любая функция F(x) + С, отличаю-

щаяся от F(x) постоянным слагаемым С, ведь (F(x) + С)1 = F(x)1 = f(x). Таким об-

разом, в отличие от дифференцирования, сопоставляющего функции единствен-

ную другую функцию – производную первой, неопределенное интегрирование 

приводит не к одной конкретной функции, а к целому набору функций, и в этом 

его неопределенность. 

Укажем более древний подход к интегралу, который послужил основным пер-

воначальным источником интегрального исчисления, привел к понятию опреде-

ленного интеграла или интеграла в собственном смысле этого слова. Этот подход 

четко прослеживается уже у древнегреческого математика и астронома Евдокса 

Книдского (примерно 408-355 до н.э.) и Архимеда, т. е. он возник задолго до по-

явления дифференциального исчисления и операции дифференцирования. 

Вопрос, который рассматривали Евдокс и Архимед, создав при его решении 

«метод исчерпывания», предвосхитивший понятие интеграла, – это вопрос о вы-

числении площади криволинейной фигуры. 

Позднее эта задача была разрешена и представлена знаменитым соотношени-

ем:        aFbFxFdxxf b
a

b

a

 , которое носит название «формула Ньютона-

Лейбница». Полученная  формула связывает интегрирование и дифференциро-

вание. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ 

Перед выполнением типового расчета необходимо изучить теоретический ма-

териал каждого раздела методического пособия «Интегральное исчисление функ-

ции одной переменной» (Л.Н. Гамоля, Г.П. Кузнецова, Л.В. Марченко. Издатель-

ство ДВГУПС 2004 г.). 

Для успешного решения примеров первой части типового расчета надо вы-

учить следующие параграфы  выше указанного пособия: 

– с 1 по 14 пример – параграфы 1 и 2 «Понятие первообразной функции и не-

определенного интеграла» (стр. 4–11). 

– с 15 по 17 примеры – параграф 3.2 «Интегрирование выражений, содержа-

щих квадратный трехчлен в знаменателе» (стр. 14–15). 

– с 18 по 21 пример – параграф 3.3 «Интегрирование рациональных дробей» 

(стр. 15–20). 

– с 22 по 27 пример – параграф 3.1 «Метод интегрирования по частям» (стр. 

11–13). 

– с 28 по 31 (или 32, в зависимости от варианта) – параграф 3.4 «Интегриро-

вание некоторых классов тригонометрических функций» (стр. 21–25). 

– с 32(или 33) по 36 примеры – параграфы 3.5, 3.6 и 3.7 «Интегрирование не-

которых иррациональных функций», «Интегрирование дифференциального би-

нома», «Подстановки Эйлера» (стр. 25–32). 

– 37 и 38 примеры – параграфы 4, 5, 6, 8 «Задачи, приводящие к понятию 

определенного интеграла», «Определенный интеграл его свойства и вычисление» 

(стр. 36–54). 

– 39 и 40 примеры – параграф 9 «Несобственные интегралы» (стр. 55– 63). 

Для решения примеров второй части типового расчета надо изучить параграф 

10 «Приложения определенного интеграла». 

II. 1. – пункт 10.3 «Вычисление площади в декартовых координатах» (стр.66-

68). 

2. – пункт 10.4 «Вычисление площади в полярных координатах». (стр.69 – 71) 

3. – пункт 10.5 «Вычисление площади фигуры, кривой, заданной в параметри-

ческом виде» (стр. 72–73). 

III. Пункт 10.6 «Вычисление длины дуги кривой» (стр. 74–78). 

IV. Пункт 10.7, 10.8 «Вычисление объемов тел» (стр. 78–82). 

V. Пункт 10.9 «Вычисление площади поверхности вращения» (стр.83–86). 

Авторы желают уважаемым читателям успехов в изучении интегрального ис-

числения и рекомендуют не ограничиваться только одним пособием, но и исполь-

зовать другую литературу по данной теме.  
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ 

1. Понятие определённого интеграла, его геометрический смысл. 

2. Основные свойства определённого интеграла. 

3. Теорема о среднем. 

4. Производная определённого интеграла по верхнему пределу. 

5. Понятие первообразной функции. Теоремы о первообразных. Формула 

Ньютоны-Лейбница. 

6. Неопределённый интеграл, его свойства. 

7. Таблица неопределённых интегралов. 

8. Замена переменной в неопределённом и определенном интегралах. 

9. Интегрирование по частям в неопределённом и определенном интегралах. 

10. Разложение дробно-рациональной функции на простейшие дроби. 

11. Интегрирование простейших дробей.  

12. Интегрирование рациональных функций. 

13. Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функции. 

14. Интегрирование иррациональных выражений. 

15. Интегрирование биномиальных дифференциалов. 

16. Вычисление площадей плоских фигур. 

17.  Определение и вычисление длины дуги кривой. 

17. Вычисление объёмов тел вращения. 

18. Вычисление площади поверхности тел вращения. 
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ УПРАЖНЕНИЯ 

1. Какой из интегралов больше?  

 







1

0

2
sin

dx
x

x
 или dx

x

x

1

0

sin
 

2. Найти: dte
dx

d
x

x

t



2

2

 

3. Найти точки экстремума функции 

     dtettxf t

x
2

21
0

   

4. Доказать, что если f(х) – чётная функция, то 

     




a

a

a

a

dxxfdxxfdxxf
2

1

0

0

 

5. Доказать, что для нечётной функции f(х) справедливы равенства 

    




0

0a

a

dxxfdxxf  и  




a

a

dxxf 0  

6. При каких целых значениях к интеграл   dxxn1  выражается элементар-

ными функциями? 

7. Вычислить интеграл 

   dxxx 11ln  

8. Применяя метод интегрирования по частям, получить рекуррентную фор-

мулу: 

 
 

1

1

11

ln
ln 







 n

n
n

J
nxx

dxxx



   1  9.Вычислить, исходя из определения, 

интеграл 
1

0

xdx  

10. Исходя из геометрического значения определённого интеграла, доказать, 

что 

а). 02sin
0




xdx   б).   

2

1

412 dxx  в). 




3

3

2

2

9
9


x  

11. Найти ошибку, допущенную при следующем вычислении интегра-

ла(интеграл от всюду положительной функции оказался равным нулю!) 

       











   

0 0 0 0

22

2

222
3

3

1

3131

cos

sin3cossin21
tgxarctg

xtg

tgxd

xtg

x

dx

xx

dxdx
x



0 =0. 
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РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ: 

I. ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ; 

II, III, IV, V ПРИЛОЖЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА. 

Вариант 1. 

1. ( )x dx 3 3   15.
xdx

x x2 9 3    28. sin6 2xco xdx   

 

2. ( )x x dx3 4 21   16.
dx

x x4 82 
   29. sin4

7

x
dx   

 

3. sin
1

2x

dx

x
  17. 

2 1

2 82

x

x x
dx



 
   30. cos sin2 3x xdx  

 

4. tg x dx( )1 4   18. 
( )x

x
dx




1

1

3

3   31. ctg xdx4

  

 

5.
dx

x xsin (ln )2   19. 
7 15

5 63 2

x

x x x
dx



    32. 
dx

x2  sin
 

 

6. e
dx

x

x    20. 
2 3

5 12

x

x x
dx



  ( ) ( )
  33. 

x x

x x
dx






3

54 76
 

 

7.
e dx

e

x

x4 2
   21. 

xdx

x x( )( )  1 42   34. 
dx

x x4 2
  

 

8.
dx

x x( ) ln( )  1 1
 22. x e dxx2 7

   35. 
dx

x1 2 1 
  

 

9.
dx

x3 15 
   23. arcsin

x
dx
2

   36. x x dx3 2 4  

 

10. dx
xx

xx





3 cossin

cossin
  24. ln ( )2 2x dx   37. 



2

0

dxsinx  

 

11.
2

1 4

x

x

dx

  25. e xdxx

 cos 3   38.  
5

0

225 dxx  

 

12. dx
x

xx


 43 2

  26. 9 2 x dx   39. 






2

1
2 1xx

dx
 

 

13. 
1

1 2




x

x
dx   27.   dxxx 3   40. 



е xlnx

dx
2

 

 

14.
xdx

xcos2 2   
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Вариант 1. 

 

II Вычислить площади: 

а) 
22; xxyxy   

 

б)  4sin22 a  

 

в) петли кривой 












)3(
3

2

2

t
t

y

tx

 

 

 

III. Вычислить длины дуг кривых:  

а)  83;
2

5
ln  x

x
y  

б) 
 

 







ty

ttx

cos15,2

sin5,2
 от 

2


t  до t  

 в) 


 4

3

3e  от 
2


   до 

2


    

 

 

IV. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 

линиями: 

 а) xy sin3  xy sin  )0(  x  

 б) 
5,0;1

0;1





xy

yxy
 вокруг оси Оу 

 

 в) 








)cos1(4

)sin(4

ty

tty
 (одной арки) вокруг оси Ох 

 

 

V. Окружность  sin4  вращается вокруг полярной оси. Определить пло-

щадь поверхности вращения. 
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Вариант 2. 

1. x x dx( )4 52 3   15.
x

x x
dx



 
3

3 42   29. 
cos

sin

3

35

x

x
dx  

 

2. cos
2

2x

dx

x  16.
dx

x x5 4 2 
   30. sin cos

x
xdx

2
3  

 

3.
dx

x xln5  17. 



dx

xx

x

16

310

2
  31. 

dx

x x4 2  sin cos
 

 

4.
e dx

e

x

x4 2 2   18. 
( )x

x
dx




2

1

3

3   32. tg xdx42  

 

5.
dx

x.4 86 
   19. 

2 13

3 23 2

x

x x x
dx



    33. dx
xx

xx






6 74 5

3

 

 

6.
sin

cos

2

1 2

x

x
dx

  20. 
5 4

2 12

x

x x
dx



  ( ) ( )
  34. 

x dx

x

2

29 
  

 

7. 2 2x xdxsin  21. 
dx

x x2 2 3( )   35. 
dx

x4 3 1 
   

 

8.
x x

x
dx

25 4

43

1 
  22. ( )4 2 2 

 x e dxx   36. x x dx3 25   

 

9.
4

2 2




x

x
dx  23. x xdxcos3   37. 



6

0

2xdxsinx  

 

10.
x dx

x

3

2 4cos  24. x xdx35
ln   38.  

3

0

2 9dxx   

 

11.
dx

x arctg x( )1 2 3   25. x
x
dxarcsin
3   39. 







2

5
2 4xx

dx
 

 

12. arcsinx

x
dx

3

21
   26. x dx2 3  40. 



e xlnx

dx
3

 

 

13.
2 1

4 6

2

3

x

x x
dx



   27. e xdxx

 cos2  

 

14. e
dx

x

tg x2

2 2cos   28. sin4

2

x
dx  
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Вариант 2. 

 

II. Вычислить площади фигур ограниченных линиями 

а) 2xy   ; 032  yx  

б) площадь фигуры, лежащей вне круга a  и ограниченной кривой 

 3cos2a  

в) 








tby

tax

sin

cos
 

 

III. Вычислить длины дуг кривых: 

а) 32 xy   между точками  0;0O  )8;4(M  

б) 










3

2

2

6

tty

tx
 от 0t  до 2t  

в) )cos1(   a  

 

IV. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 

линиями: 

а) )0(;0;cos;cos5  xxxyxy  вокруг оси Ох 

б) xyxy  ;3  вокруг оси Оу 

в) 








)cos1(2

)sin(2

ty

ttx
 вокруг оси Ох (одной арки) 

 

V. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Оу пет-

ли кривой: 22 )3(9 yyx   
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Вариант 3. 

1.
dx

x1 10   15.
2 1

2 32

x

x x
dx



    28. 
dx

x x8 4 7  sin cos
 

 

2.
e dx

e

x

x

2

21 3   16.
dx

x x2 8 4 
   29. cos sin3x xdx  

 

3.
sin

cos

xdx

x1 3   17.
x

x x
dx



 


3

6 52
  30.  xdx5sin 2  

 

4. cos sin3 x xdx   18. 
dx

x x3   31. 
sin

cos

5

23

x

x
dx  

 

5.   )ln5( xx

dx
  19. 

x x

x x
dx

3

2

1

2 1

 

  ( )( )
  32.   dxxx3 2  

 

6. e x dxx4 3

  20. 
x dx

x x

3

3 1 2( )( )    33. 
dx

x x  


1 1 3( )
 

 

7. x x dx2 33
8  21. 

2 3 3

2

2

3 2

x x

x x x
dx

 

    34. 
4 2

2




x

x
dx  

 

8.
x dx

x

2

31  22. ( )x e dxx2 1   35. x x dx3 21  

 

9.
dx

x x1 2


ln
 23.  xdxx 3cos  36. 

x x

x x
dx






3

76 43
  

  

10.
dx

tg x x( ) cos1 2 2   24. x xdx3 ln   37.  


3

3

29 dxx  

 

11.
arcsin3

21

x

x
dx


   25. arctg

x
dx
6   38. 



4

0

2

dxxsin  

 

12.
arctgx

x
dx

1 2   26. e xdxx3 4sin  39. 




0
31 )x(

xdx
 

 

13.
x

x
dx






1

5 2
  27. x dx2 5  40. 



1

0
21 х

dx
 

 

14.
sin

cos

x

x
dx

3  
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Вариант 3. 

 

II. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а) 4;42  xyxxy  

 б)  sin3  и  сos 1  

в) 








)cos1(

)sin(

tay

ttax
 и осью Ох (одной арки) 

 

III. Вычислить длины дуг кривых: 

а) xy cosln , заключенный между точками с абсциссами 
4

;0


 xx   

б) петли кривой 










3

23

tty

tx
 

в) )cos1(   a  

 

IV. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 

линиями: 

а) 1)2( 22  yx  вокруг оси Ох 

б) 

oy

xy

xy







arccos

arcsin

 вокруг оси Оу  

в) 










ty

tx

3

3

sin3

cos2
 0;0  yx  вокруг оси Ох 

 

V. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 3xy  , за-

ключенной между прямыми 
3

2

x  вокруг оси Ох. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 14 

Вариант 4. 

dx
xx

x

x

xdxarctg

x

dx
e

dx
x

x

ctgxx

dx

e

dxe

e

dxe

e

dxe

x

xdx

x

xdx

dxxx

x

xdx

dx
x

x

e

dxe

x

x

x

x

x

x

x

x

x



















































3

2

3

2

arcsin

2

42

4

2

2

2

4

4

3 2

5

ln

5ln
.14

1
.13

1
.12

cos4

sin
.11

sin
.10

1
.9

cos
.8

1
.7

1
.6

1
.5

1.4

cos21

sin
.3

cos

sin
.2

43
.1

 

 

 

 























































xdxx

xdx

xdxe

dxx

dx
x

arctg

dx
x

x

dxxe

xxx

dxx

dx
xxx

xx

dx
xx

x

xx

dx

dx
xx

x

dx
xx

x

xx

dx

x

x

5sin3sin.28

4cos.27

sin.26

16.25

4
.24

ln
.23

.22

)1)(2(
.21

)43)(3(

81415
.20

)1)(2(

4
.19

.18

52

2
.17

42

3
.16

45
.15

2

3

2

2

2

2

2

2

2

2

23

2

2

2

 

 

 

 

















































2

0 2

2

2

1

0

2

0 2

2

3

4

2

2

2

5

3

4
.40

94
.39

2arcsin.38

sinsin56

cos
.37

1
.36

3
.35

1
.34

4
.33

34.32

cos3
.31

.30

cos

sin
.29

x

dx

x

dx

xdx

xx

xdx

xx

dx

dx
xx

xx

xx

dx

x

dxx

dxxx

x

dx

xdxtg

dx
x

x


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Вариант 4. 

 

II. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

 а) 4;;   yeyey xx  

 б)   cos1 a  и a  

 в) 








tby

tax

2sin

sin
 

 

III. Вычислить длины дуг кривых: 

а) yyx ln
2

1

4

1 2  , заключенной между точками с координатами 2;1  yy  

б) 












)3(
3

2

2

t
t

y

tx

 от 2;0  tt  

в) 









3
cos






a
 от 0  до 

2


   

 

IV. Вычислить объемы тел, образованных вращения фигур, ограниченных ли-

ниями: 

а) xy 2sin  ; 
2


x  ; 0y  вокруг оси Ох 

б) 
5

arcsin
x

y  ; xy arcsin ; 
2


y  вокруг оси Оу 

в) 








)2sinsin2(

)2coscos2(

ttay

ttax
 вокруг оси Ох  

 

V. Определить площадь поверхности, образованной вращением кривой 

 99 22  yx  вокруг оси Ох. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 16 

Вариант 5. 



















































x

xdx

dx

dx
x

x

x

dx
e

dx
x

x

dx
x

x

dx
x

xtg

e

dxe

dx
x

x

x

dxx

x

dx

x

dxx

x

xdx

x

dx

x
x

x

x

tgx

x

x

sin35

cos
.14

94

3
.13

41

2arcsin
.12

cos
.11

sin

cos
.10

lncos
.9

ln
.8

4
.7

4

21
.6

)1(
.5

14
.4

4
.3

3
.2

)
ln

1
(ln.1

2

2

2

5 3

2

2

53

2

6

2

4

 

 



















































xdx

dxx

xdxe

xdxx

xdxx

xdxx

dxex

dx
xx

x

xx

dxx

xxx

dxx

dx
xxx

xx

xx

xdx

dx
xx

x

xx

dx

x

x

4

2

42

3

2

4

2

2

2

2

2

2

2

sin.28

4.27

5cos.26

lg.25

3arccos.24

3sin.23

.22

)2(

3
.21

)1)(2(
20

)1)(2(
.19

)43)(3(

81415
.18

104
.17

152

12
.16

21
.15

 

 

 








































1

1
3 2

2

0

3

1

2

2

0

3

2

3

2

2

3

6

3

6

3

23
40

39

38

37

9
36

4
35

1
34

3

3
33

432

35
31

30

2
2

29

2

dx
x

x
.

dxex.

xdxln.

xdxcos.

dx
x

x
.

dx
x

x
.

x

dxx
.

x

dx)x(
.

xdxtg.

xcosxsin

dx
.

dx
xsin

xcos
.

xdxcos
x

sin.

x

е
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Вариант 5. 

 

II. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями 

а) 22yx   ; 231 yx   

б) части   cos1 a  лежащей внутри окружности  cosa  

в) 

 

 













t
t

y

t
t

x

6
8

6
3

2
  6;0  tt  

 

III. Вычислить длины дуг кривых: 

а) периметр фигуры, ограниченной линиями: 32 2xy   ; 2022  yx  

б) 








)2sinsin2(

)2coscos2(

tty

ttx
 










3
0


t  

в) 
3

sin 3  a  

 

IV. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченные 

линиями: 

а) xy
2

sin


  ; 2xy   вокруг оси Ох 

б) 122  xxy  ; 2xy   ; 0y  вокруг оси Оу 

в) 








)cos1(3

)sin(3

ty

ttx
 вокруг оси Ох (одной арки) 

 

V. Определить площадь поверхности, образованной вращением кривой 

 44 22  yx  вокруг оси Оу. 
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Вариант 6. 





















































arctgxx

dx

dxxx

dx
x

e

dxe

dx
x

x

dxx

tgxx

dx

dx
x

x

dxctgxtgx

dx

dx
x

e

xdx

x

dxx

x

xdx

ctgx

x

x

x

x

x

)1(
.14

1.13

cos1

2
.12

4
.11

1
.10

)74(.9

cos
.8

sin
.7

)(.6

4.5

1
.4

cos12.3

1
.2

cos4

sin
.1

2

4 2

2

6

3

16

15

9

42

3 2

3

2

14

1

sin

10

4

2

 

















































xdxx

dxx

xdxe

dx
x

x

dx
x

x

x

xdx

dxex

xx

dx

xx

dxx

dx
xx

x

xx

dxx

dx
xx

x

xx

xdx

xx

dx

x

x

8sin3sin.28

5.27

cos.26

2
arcsin.25

ln
.24

sin
.23

.22

)2(
.21

)2)(1(
.20

)1(

14
.19

)1)(2(
.18

43

14
.17

56

2
.16

169
.15

2

3

3 2

2

22

22

3

3

2

2

4

2

2

2

 


















 






 
















1

0
2

2

3

4

2

4

2
4

2

2

3

2

2

22

3

2

23

4

1
40

52
39

38

4
37

4
36

1
35

934

11

11
33

332

43
31

30

229

x

xdx
.

xx

dx
.

xsin

xdx
.

x

dxx
.

dx
x

x
.

dx
x

x
.

dxxx.

dx
x

x
.

dxxx.

xsinxcos

dx
.

xdxsinxcos.

xdxcos.
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Вариант 6. 

 

II. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями 

а) 245 xxy   ; 032  yx  ; 0y  

б)  3cosa   0a  

в) петли кривой 












3

3

2

t
ty

tx

 

 

III. Вычислить длины дуг кривых: 

а) 1
2

2


x

y  , отсеченной осью Ох 

б) 










)sin(cos

)sin(cos

ttey

ttex

t

t

 







 


t

2
 

в)   sin1 a  

 

IV. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченные 

линиями: 

а) xey  1  ; 0y ; 0x ; 1x  вокруг оси Ох 

б) 22  xy ; 0y  ; 3xy  ; 1y ; вокруг оси Оу 

в) 








ty

tx

cos3

sin8
 вокруг оси Оу 

 

V. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох 

кривой xy 22   отсеченной прямой 32 x  
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Вариант 7. 



















































dx
x

x

x

xdx

dxxe

xx

dx

x

dxarctgx

dxee

e

dxe

dx

x

dxx

x

dxx

dxx

xx

dx

dxx

x

dxx

x

xx

x

x

x

x

4 2

5 2

2

2

2

3

322

4

2

6

2

5

4

2

10

4

3

21
.14

cos

sin
.13

.12

lncos
.11

1
.10

)(.9

1
.8

44

2
.7

6
.6

8
.5

12.4

ln
.3

)64(.2

7
.1

3

 























































xdxx

dxx

xdxe

dx
x

x

xdx

xdxx

dxxe

xxx

dx

dx
xx

x

dx
xx

x

xxx

dxx

xx

dxx

dx
xx

x
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8sin4sin.28
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sin.26

2
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3sin
.24
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.19

)2)(5(

)23(
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
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
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.
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Вариант 7. 

II. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями 

а) 2xy   ; 
3

3x
y   

б) части  2cosa  лежащей внутри 
2

a
  

в) петли кривой 










tty

tx

3

2 1
 

 

III. Вычислить длины дуг кривых: 

а) периметр фигур, состоящих из дуг кривых 32 )1(  yx  и 4y  

б) 








)cos1(3

)sin(3

ty

ttx
 от t  до 2t  

в) 
4

sin 4  a  

 

IV. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченные 

линиями: 

а) 22 xxy  ; 2 xy ; 0x  вокруг оси Ох 

б) xy arccos ; xy arcsin ; 0x  вокруг оси Оу 

в) 












)3(
3

2

2

t
t

y

tx

 от 0t  до 2t , вокруг оси Ох 

 

V. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением кривой  

yxy ln242   вокруг оси Ох от 1y  до 2y  
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Вариант 8. 






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























dx
x

xtg

e

dxe

dx
x

x

dx
x

x

dx
x

tgx

xdxe

dxx

xx

dx

xarctgx

dx

dx
x

x

xdxx

x

dx

xdxctg

dx

x

x

x

x

xx

2

3 2

2

2

5

11

32

2

3 2

2

2

cos
.14

1
.13

cos5

sin3
.12

lncos
.11

cos

)sin(
.10

.9

)94(.8

3ln
.7

)1(
.6

1

arcsin
.5

2cos2sin.4

7cos
.3

3.2

10

52
.1

2

 

 

























































xdxx

dxxe

dxx

dxxx

dx
x

xarctg

dxxx

dxex

x

dxx

dx
xx

x

x

dxx

dx
xx

x

xx

dx

xx

xdx

xx

dxx

x

x

5cos3cos.28

3sin.27

8.26

)1ln(.25

3
.24

2

5
cos.23

.22

16
.21

)2(3

1
.20

1
.19

)5)(4(

25
.18

1687
.17

42
.16

1210

)5(
.15

2

3

3

4

5

3

3

5

2

2

2

2

 

 



















































1

0 5 3

33

1 2

1

0

2

0

23

3

6

22

2

2

2

3

2

3

2
.40

.39

)1(.38

cos2
.37

3.36

21
.35

9.34

3

1
.33

5
sin.32

sin2

cos
.31

5sin6sin

cos
.30

2.29

dx
x

xx

xx
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dxex

x

dx

dxxx
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x

dxxx
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x

x

dx
x

x
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xx
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
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Вариант 8. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 a)
2

xy  ;y=
21

2

x
 

 б)   222322 4 yxayx   (перейти к полярным координатам) 

 в) петли кривой 










32

2

2

2

tty

ttх
 

 

III. Вычислить длины дуг кривых. 

 a) y=ln sin x 









23


x  

 б) 










ty

tx

3

3

sin8

cos8
 от t=0 до t =

3


  

 в) =1 от =
3

2
 до =

3

4
 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 

линиями 

 a) x = 3 2y  x = 1 y = 1 вокруг оси Ох 

 б) у = arccos 
3

x
 вокруг оси Оу, у = 0, y = arccos x 

 в) 










ty

tx

3

3

cos5

sin3
 вокруг оси Оу 

 

 V. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением кривой  

 








ty

tx

sin21

cos2
 вокруг оси Ох. 
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Вариант 9. 

  dx)x(. 121591  


 2121144

3
2

x

dx
.  


 x

x

e

dxe
.

21
3  


 xsin

xdxcos
.

294
4  


 dx. x3 3255  


 dxex. x546  

   dx)(. x 33337  


 )x(cos

dxx
.

1
8

32

2

 


 )xln(x

dx
.

21
9  




dx
x

e
.

arctgx

21
10  

 dx
x

xlnsin
.11  


xcos

xdxsin
.

5
12  









dx
)ee(

ee
.

xx

xx

2
13  




dx
x)xln(

xln
.

31

3
14

2
 

 


 35

15
2 xx

dx
.  





dx

xx

x
.

224

32
16  


 18

17
2 xx

xdx
.  





dx

xx

xx
.

4

8
18

3

45

 





dx

xx

x
.

24

3 2
19  


 8

20
3x

dx
.  





dx
)x()x(

x
.

31

2
21

2
 


 dxxe. x222  

  xdxcos)x(. 2323  

 xdxlnx. 524  

 dx
x

arctg.
3

2
25  



dx

x

x
.

4
26

2

2

 

 xdxcose. x227  

 xdxcosxsin. 8228  

 

 xdxsin. 329 4

 

 dxxsinxcos.
5 2330

 


 xsin

dx
.
3

31
 

  dxx. 2432
 

dx

x

x
.

1

33

4

3

2

1

 





dx

x

xx
.

13

13
34

 



dx

x

x
.

1

3
35

2

3

 




dx
x

)x(
.

6

329
36

 

 


3

3

2437 dxx.  


1

0

38 dxxe. x
 




2
3

39
e xlnx

dx
.  




3

1
2 34

40
xx

dx
.  
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Вариант 9. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

a) х=у 2 , х= 1
4

3 2 у  

б) a sin 3 

в) 








tty

ttx

2sinsin2

2coscos2
 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) y=ln(2cosx) между точками пересечения с осями координат  

 

б) 








)cos(sin3

)cos(cos3

ttty

tttx
 от t=0 до t=

3


 

 

в)  cos9  

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) y=4x – x 2  y=x вокруг оси Ох 

 

б) у=
24

8

х
 вокруг оси оу х=0, у=0  

 

в) 










3

2

2

6

tty

tх
 t=0 t= 2  вокруг оси Ох 

 

V. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси ох кривой 

 
















2
4

3
2

3

t
y

t
х

между точками пересечения с осями координат 
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Вариант 10. 


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


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dx
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e
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x

dxx
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x

dxtgx

dx
x

x

x

dxe

x

xdx

x

xdx

x

dx

dxe

x

dx

x

x

x

x

x

xxx

2

21

2

2

6

2

cos

2

2

7

22

2

2

3

2.14

)35(.13

1
.12

1

1
.11

4
.10

sin
.9

)1(.8

49

12
.7

.6

cos

sin
.5

)19(sin
.4

34
.3

)32(.2

6cos
.1
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
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 











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
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
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





xdxsinxcos.

dx
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.

xdxcose.
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xarctgxdx.

xdxcosx.

dxe)x(.
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dx
.

dx
x

x
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)xx)(x(
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.
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.

xx

xdx
.

dx
xx
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.

xx
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x

2
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323
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3
19

321

12
18
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2
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2

3
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4
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2

2

2

2
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Вариант 10. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) y=x 2 +1 ; y=
2

1
x 2 ; y=5. 

б) p=a(1-cos ) вне кривой p=a cos  

 

в) 










ty

tx

3

3

sin3

cos
  

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

a) y=arcsin e x  от x=0 до x=1 

 

б) 








)cos(sin3

)cos(cos3

ttty

tttx
 от t=0 до t=

3


 

  

 в) p=a sec (-
4


) от =0 до =

2


  

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) y=ln x , x=e , y=0 вокруг оси Оx 

б) y=x 2  8x=y 2  вокруг оси Оу 

в) 
 

 







tty

tx

sin2

cos12
 (одной арки) вокруг оси Оу 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением петли кривой 

 











3
3

2

2

t
t

y

tx

 вокруг оси Ох. 
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Вариант 11. 
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Вариант 11. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

 a) 1682  xy ; y 2 -24x=48 

  

 б) 2-cos3 (между смежными наибольшим и наименьшим радиусами кривой) 

  

 в) 












)4(
2

1 2tx

tу

 осью Оу 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

 a) y=

















a

x

a

x

ee
a

2
 между прямыми х= а 

 

 б)










ty

tx

3

3

sin4

cos2
  

 

 в) 2е


3

4

 









22


x  

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

 a) y=sinx y=


2
x вокруг оси Ох 

 б)   422  yx  у= 1 вокруг оси Оу 

 в) 








ty

tx

sin5

cos5
 вокруг оси Оу 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением кривой вокруг оси 

ох кардиоиды. 

 

Х= 2(2cos t-cos2t) 

Y=2(2sint-sin2t) 
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Вариант 12. 
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3
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2
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2
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
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

 
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




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.
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)x(

x
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xsin
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.
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x

x
.
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x
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.

dxx)x(.
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x

x
.
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xdxcos
.

dx
xsin
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.
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1
3

1
2

1

2

4

0
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2
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2
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7

3
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30

2
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Вариант 12. 

 

II. Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

 a)
2

2x
y  ; x 2 +y 2 =8  

 б) a sin 3 

 в) 








tty

ttx

2sinsin2

2coscos2
 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 a) петли 9ay 2  = x(x-3a) 2  

 б) 










ty

tx

3

3

sin6

cos6
 от t=0 до t =

3


  

 в) = е2  от =
2


  до =

2


 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

 a) y=

















a

x

a

x

ee
a

2
 x=-a x=a y=0 вокруг оси Ох 

 б) y=x 3 , y=0, x=2 вокруг оси Оу 

 в) 












)4(
2

1 2tx

ty

 осью Оу, вокруг оси Оу  

 

V. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси ох 

кривой 

    22222 4 yxyx   (перейти к полярным координатам) 
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Вариант 13. 
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
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7 97

2

2

2

2

cos

sin
.14

21.13

41

2
.12

cos
.11

3cos.10

sin41

cos
.9

4.8

cos254

sin
.7

ln4
.6

cossin.5

2.4

)1
7

cos(.3

1
.2

1

31
.1

2

 

 

dxxx
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dxxx

dxxe

dx
x

x
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




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
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























3

2
cos

2

5
cos.28

.27

)ln2cos(.26

ln
.25

.24

)1sin()1(.23

.22

16

12
.21

)1(

5
.20

)2)(1(

13
.19

1

3
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.17

36

72
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3

2

3

4

5
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2
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
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1
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2

0

3

0
2

1

2

3

3 2

2

2

2

3
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4

4
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.

xcos
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.

x

xdx
.

xdхlnx.

dx
x

xx
.

xx
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x

x
.
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x
.
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xdxsin.
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Вариант 13. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) y=0 ; y=(x+1) 2 ; y=4-x 

 

б) p=2+cos  

 

в) 








tby

tax

2sin

sin
 0< t<

2


 

 

III. Вычислить длины дуг кривых. 

 

a) y=ln(1-x 2 ) от x=-
2

1
 до x=

2

1
 

 

б)














tty

ttx

2sin
4

1
sin

2

1

2cos
4

1
cos

2

1

 от t=
2


 до t=

3

2
 

 

в) p=12e


5

12

 от =0 до =
3


 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) y=x 2 +1 ; y=3x-1 вокруг оси Оx 

 

б) (x-1) 2 +y 2 =1 вокруг оси Оy 

 

в) 













3

2

3
(

t
tay

atx

 петли кривой вокруг Ох 

 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением одной арки цикло-

иды вокруг оси оу. 

 

 









)sin(4

)cos1(4

tty

tx
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Вариант 14. 
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43
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52
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543

5

2

2

2
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3
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xdx
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x

2cos.28

5.27

3sin.26

)sin(ln.25

2
.24

ln
.23

)3(.22

12

52
.21

)1(

332
.20

8
.19

)4)(1(
.18

84

)43(
.17

82

2
.16
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.15

4

2

2

3

2
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2

2

3

3

22

2

2
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



















 




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








2

0

0

1

5

1

3

3 2

2

2

2

3

3

3 2

3

40

39
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37

4

32
36
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35

9
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533

3
2

32
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3
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2

xsin
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.

dxxe.

xdxlnx.

x

xdx
.

dx
x

xx
.

dx
x

x
.

x

dxx
.

dxxx.

xdxsin
x

cos.

xdxctg.

xcos
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.

xcos
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.

x

е

 



 

 35 

Вариант 14. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) y=x 2  ; y=8-x 2  

 

б) p=2+sin3 между смежными наибольшим и наименьшим радиусами кривой  

 

в) петли кривой 










3

2

3

3

tty

tx
 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) y=ln(2cosx) между точками пересечения с осями координат  

 

б) 










tey

tex

t

t

cos

sin
 от t=0 до t=

2


 

 

в) p=6(1+sin ) 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) y=
21

1

x
 вокруг её асимптоты 

 

б) y=x(4-x) y=0 вокруг оси Оу 

 

в) 








)sin(3

)cos1(3

tty

tx
 (одной арки) вокруг оси Оу 

 

V. Определить площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох 

дуги  
















2
4

3
2

3

t
y

t
x

 

между точками пересечения с осями координат.
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Вариант 15. 
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43

sec
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2
sin
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3 2
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3 2
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.

xdxcos.
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Вариант 15. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) x + y =1 и x+y=1 

 

б) p=2 3 a cos  и p=2a sin  

 

в) петли кривой 










)1(

1

2

2

tty

tx
 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) y=2 x  от x=1 до x=4 

 

б) 










ty

tx

3

3

sin2

cos4
 

 

в) p=5(1-cos ) от =-
3


 до =0 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

a) y=4x – x 2  y=x вокруг оси Ох 

 

б) y=e x ; x=0 , x=2 вокруг оси Оу,  y=0; 

 

в) 










ty

tx

2

2

sin4

cos
 осями х=0 , у=0 вокруг оси Ох 

 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением дуги кривой  

 










tey

tex

t

t

cos

sin
 вокруг оси ох от t=0 до t=

2


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Вариант 16. 





















































dx
x

x

dx
x

x

dxxx

dx
xx

x

dx
x

xdxx

xdxe

dx
x

dxx

dx
x

xx

x

xdx
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
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1
38

37

936

12

2
35

234

33

748
32

231

2

3
30

2

2
29

xlnx

dx
.

dx
x

arctgx
.

)x(

dx
.

dx
xcos

xsinx
.

dxxx.

dx
x

x
.

dxxx.

dx
xx

x
.

xcosxsin

dx
.

xdxtg.

xdxcos.

dx
xcos

xsin
.
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Вариант 16. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) x=y 2 ; x= 1
4

3 2 y  

 

б) ( )(4) 22222 yxxy   перейти к полярным координатам  

 

в) 








tay

tax

sin

2sin
 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) y 32 )1(  x ; x=4 (периметр фигуры) 

 

б) 












3

3

2

t
ty

tx

 от t=0, t= 3  

 

в) p=8(1+cos ) 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

a) x 122 y  y x
2

32   вокруг оси Ох 

 

б) у=2x-x 2 ; y=0 вокруг оси оу 

 

в) 










3

2

2

6

tty

tx
 от t=0, t= 2 , вокруг оси Ох 

 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением дуги кривой во-

круг оси ох. 

 

y x 42  
 









)(siny

)(cosх

2

2
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Вариант 17. 
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
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x

x
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x
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x
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72

2
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4 2

cos

4

32

2

)67(.14

4.13

5
.12

)19(sin
.11

1
.10

sin
.9

3.8

sincos.7

1.6

lnsin
.5

sin.4

ln
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532.2
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
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




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x

x

xdxe

xdxxarctg

xdxx

xdxx

dxex
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xx

x

xxx

dxx

dx
xxx

xxx
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xx

xx

dx
xx

x

dx
xx

x

xx

dx

x

x

2

11
cos

2

7
sin.28

7
.27

3cos.26

2.25

ln)4(.24

7sin.23

)1(.22

)1()5(

32
.21

)1)(2(
.20

2

233
.19

)1)(3(

1253
.18

87

34
.17

123

2
.16

72
.15

2

2

5

2

32

2

2

2

23

24

2

2

2

2
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
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
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 
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
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


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2
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3

3

4
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3
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40

1
39

23
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1
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4
35
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34

17433
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32
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x)x(
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.

)x(

xdx
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xx

dxx
.

xdxln.

xx
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.

xx
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.
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x
.

dxx)x(.

xcos
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xcos

xsin
.

xdxcosxsin.

e
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Вариант 17. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) y=(x-4) 2 ; y=16-x 2  вокруг оси Ох 

 

б) x=a(cos t+t sin t) от t=0 до t=
2


 

 y=a(sin t-t cos t) 

 

в) p=8sin 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) 2y =2px, отсеченной прямой х=
2

p
 

 

б) x=a(cos t-t sin t) 

 y=a(sin t-t cos t) от t=0 до t=
2


 

 

в) p=8sin 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) y=(x-4) 2 , y=16-x 2  вокруг оси Ох  

 

б) y=sin x , x=0 , y=1 вокруг оси Оу 

 

в) 












)3(
3

2

2

2

2

tty

tx

 между точками пересечения с осью ох вокруг оси ох 

 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением кривой 

x= yy ln
2

1

4

1 2   вокруг оси Оy от y=1 до y=e. 
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Вариант 18. 
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Вариант 18. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) y=4x 2  y=
9

2x
 y=2 

 

б) =a  sin1  =acos вне кардиоиды 

 

в) Второй аркой циклоиды 
 

 







tay

ttax

cos1

sin
 и осью Ох 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) периметр фигуры x  32 1 y  ,y=1 

 

б) 
















4
2

6
4

6

t
y

t
x

 между точками пересечения с осями координат 

 

в) =2 









4
cos2


a  

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a)   033
2

 xy  х=-3 вокруг оси Ох 

 

б) у=cosx y=0 x=0 вокруг оси Оу 

 

в) 










ty

tx

3

3

sin2

cos3
 осями координат, вокруг оси Ох 

 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением кривой 

 Y=x 3  вокруг оси оx от точки 0(0;0) до точки М(1,1) 
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Вариант 19. 
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4.5

1
.4

cos364

sin
.3

5.2

4

3
.1

2

2

22

3 2

3

2

2

3

2

15

5 4

3

2

3 32

4

2

 

 























































xdxx

dxx

dxx

dx
x

xarctg

xdxx

xdxx

dxex

xx

dx

xx

dx

dx
x

xx

dx
xx

x

dx
xx

x

xx

dx

dx
xx

x

x

5sin3cos.28

7.27

)sin(ln.26
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Вариант 19. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) y=x 2 -2x+2, касательной к ней в т.(3;5 ) и осью ординат 

 

б) =а  sin1  =а 

 

в) 
 

 







ttay

tax

sin

cos1
 и осью Оу 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) у  32 2
9

4
x  отсечённой прямой х =-1 

 

б)
 

 









ttey

ttex

t

t

sincos

sincos
 0  t  

 

в) =3e


4

3

 от=0 до=
4

3
 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

a) y=4-x 2  и 2х+у-4=0 вокруг оси Оу 

 

б) у=х 2  и 8х=у 2 вокруг оси Оу 

 

в) 










3

23

tty

tх
 петли кривой вокруг оси Ох 

 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением кривой 

 х 3

2

3

2

3

2

ay   вокруг оси Оу.
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Вариант 20. 
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Вариант 20. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) Найти площадь между параболой у=-х 2 -2х+3, касательной к ней в точке М 

(2;5) и осью ординат 

 

б) аsin2 , а (вне первой кривой ) 

 

в)








)2sinsin2(

)2coscos2(

ttae

ttах
 от 0 до2 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) y=eх между точками (0;1); (1;е) 

 

б) 








ty

tх

2sin

sin24
 0

2


 t  

 

в) =9cos 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

a) x 2
1

+y 2
1

=a 2
1

 x=0 y=0 вокруг оси Ох 

 

б) у=
24

8

х
 вокруг оси оу х=0, у=0  

 

в) 










tsiny

tcosх

3

3

 осью оу, вокруг оси Оу 

 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением одной арки цикло-

иды  

 

 







tcosy

tsintx

12

2
  

вокруг оси Ох.  
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Вариант 21. 
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Вариант 21. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) y=(x+1) 2  y=cosx y=0 

 

б) =2a(1-cos) 

 

в) 










tsinby

tcosax

2

2

 и осями координат 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) 3у 22 1)x(x   между точками пересечения с осью Ох 

 

б) 








)tsintsin(ay

)tcostcos(ax

22

22
 от t=0 до t= 

 

в) e


12

5

 от  
3


  

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) 2х-х 02 у  2х 042  ух  вокруг оси Ох 

 

б) ху=9 у=3 у=9 х=0 вокруг Оу 

 

в) 














)6(
8

)6(
3

2

t
t

y

t
t

х

 от t=0 t=6 вокруг оси Ох 

 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох 

кривой 8у 422 хх  . 
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Вариант 22. 


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
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















2

52

4

cos

2

2

2

4 3

2

4 43

2

3

32

2

1arccos
.14

cos
.13

2sin3.12

cos259

sin
.11

.10

8cos.9

1
.8

lncos
.7

1.6

sin.5

91
.4

2arcsin41
.3

)13(.2

54
.1

2

xx

dx

x

dxx

xdx

x

xdx

dx
x

e

xdx

dx
x

x

xx
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dxxx

dxee

x

dx
e
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dx

dx

x
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x

x
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xarctg
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x

x
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)14cos(.26

.25
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.24

)14cos(.23
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2
.21

)3(3

4
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.19

2
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.17
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x
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.

x
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Вариант 22. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) у 2 =4х , х 2 =4у, х 2 +у 2 =5 

 

б) а вне кривой  2sinа  

 

в) 








)tsint(y

)tcos(х

4

14
 и осью оу 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) у=ln (cos x) + 2 (0
6


 х ) 

 

б) 













)t(
t

y

tх

3
3

2

2

 между точками пересечения с осью Ох 

 

в) a(sin+cos) 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) у=0,25х 22  и 5х-8у+14=0 вокруг оси Ох 

 

б) у=lnx, x=2 y=0 вокруг оси Оу 

  

в) 










tcosy

tsinх

2

2

3

2
 прямыми у=0, у=2 вокруг оси Оу 

 

V.Вычислить площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Оу кри-

вой. 

 











tsiny

tcosх

3

3

3

3
.

   



 

 52 

Вариант 23. 













































x

dx

x

dxx

x
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xdx

xx

dx

xtg
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dx

dx
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x

x

xdx

x
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dxxx
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x

2cos
2.14
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.13

1
.12

)1(cos
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4sin.9
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sin
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cos21

sin
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
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.
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Вариант 23. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) х 2 =4у 
4

8
2 


x

y  

 

б)








ty

tx

sin8

cos3
 у=4 (у 4) 

 

в) =а(1+sin) вне кривой =аsin 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) y= 3
2


 xx ee

 0 2 x  

 

б) 4(1+cos) 

 

в) петли кривой 










3

23

tty

tx
 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

a) у=х 2 +3,  х=4,  х=0 у=0 вокруг оси Оу 

 

б) у 2 =(4+х) 3  х=0 вокруг оси Ох 

 

в)  








)sin(4

)cos1(4

tty

tх
 и осью Оу (одной арки циклоиды) 

 

V. Вычислить площадь поверхности вращения фигуры, ограниченной линией 

 











ty

tх

3

3

sin2

cos2
, вокруг оси Ox.
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Вариант 24. 












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


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
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










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ln1
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1
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arcsin
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x

x

33 2

2

2

43

2

2

22

4

3

2

2

2

2
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7.27

3sin.26

12
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ln)52(.23

cos
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7
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

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 




 
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

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

 
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


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1
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1

0

2

1

3
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3
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2
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2
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138
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3
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Вариант 24. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) х=-2у 2  х=1-3у 2  

 

б) =2asin3 вне круга а 

 

в) 










ty

tх

sin24

cos2
 и прямой у=4 (у 4 ) 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

a) у=2-е x  (ln 8ln3  x  ) 

 

б) 










tay

tax

3

3

sin

cos
 

 

в)  от до  

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) у=10-х2 , у=х 2 +2,  х=0 вокруг оси Оу 

 

б) у=хе х , х=1, у=0 вокруг оси Ох 

 

в) 













)t(
t

y

tх

2

2

3
3

 

 

V. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением петли кривой 

9х 2 =у(3-у) 2 вокруг оси Оу. 
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Вариант 25. 
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Вариант 25. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) у=(х-1) 2  у=cosx y=0 

 

б) a(1-cos) a 

 

в) 










tby

tax

3

3

sin

cos
 и осями координат (I четверть) 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) 3у 2 =х(х-1) 2 между точками пересечения с осью Ох 

 

б)








)2sinsin2(9

)2coscos2(9

tty

ttх
 от t =0 до t=2 

 

в)e


12

5

 от =0 до =
2


 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) 2х+х 2 -у=0 вокруг оси Ох 

 -2х 2 -4х+у=0 

б) ху=18, у=3, у=9, х=0 

 вокруг оси Оу 

в) 














)8(
8

)8(
2

2

t
t

y

t
t

х

 (t=0 до t=8) вокруг оси Ох 

 

V.Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох кривой 

 
















2
4

3
2

3

t
y

t
х

между точками пересечения с осями координат.
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Вариант 26. 

2

4

2

3

3 2

2

3

4

3 2

2

3

1. sin cos

2. cos sin

3.
cos

1
4. ln

5.
ln

6. 3

7.
4

2
8.

1

9.
1 ln

10. 3

11.
3 2

3 4
12.

4

x

x xdx

x xdx

tgxdx

x

xdx
x

dx

x x

x x dx

x
dx

x

xdx

x

dx

x x

x dx

xdx

x

x
dx

x x









































 

 

13. 
2

61

x dx

x
 

 
 

14.  5 63 5x x dx  

 














 
































xdxsinxsin.

xdxcose.

dx
x

x
.

xdxxarctg.

xcos

xdx
.

dx
x

xln
.

dxe)x(.

xx

dx
.

dx
x

x
.

)xx)(x(

xdx
.

dx
)x()x(

x
.

dx
xx

x
.

dx
xx

x
.

xx

dx
.

x

x

3728

2

3
27

4
26

225

4
24

23

122

21

16

3
20

61
19

32

13
18

162

2
17

32

73
16

64
15

2

2

2

2

5 2

32

42

4

5

2

2

2

2

2

 

 

 












 

 

























4

2 3
2

1
2

4

0
2

1

3

22

223

3

4

4 3

3

4
40

1
39

2
38

37

136

35

2

32
34

23

2
33

3
32

2
31

230

29

)x(

dx
.

dx
)x(

x
.

xsin

dx
.

xdxlnx.

dxxx.

dxxax.

dx
x

x
.

x

dx)x(
.

xcosxsin

dx
.

tgx

dx
.

xdxcos.

xsin

xdxcos
.

е
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Вариант 26. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) х=-2у 2  х=1-3у 2  

 

б)   3a sin     cosа3  

 

в) 










tby

tax

2sin

sin
 0

2


 t  

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) y=ln (cos x), заключённой между точками с абсциссами х=0, х=
4


  

 

б) 












)3(
3

2

2

t
t

y

tх

 от t=0 до t=2 

 

в) asin
3

3  

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

a) y=x 2 -2x+1 x=2 y=0 вокруг оси Оу 

 

б) у=е х1  у=0, х=0, х=1 вокруг оси Ох 

 

в) 








ty

tx

cos3

sin8
 вокруг Оу. 

 

V. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением кривой 

у 2 +4ух=2lny вокруг оси Оу от у=1 до у=2. 
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Вариант 27. 



















































4
.14

3sin.13

ln
.12

9
.11

9
.10

3.9

)3(.8

arccos1
.7

1
.6

)81(.5

4

23
.4

)15cos(.3

)5sin(.2

34
.1

4

3cos

4

3

2

ln

22

2

2

2

5

2103

2

2

5

x

xdx

xdxe

xx

dx

e

dxe

e

dxe

x

dx

dxee

xx

dx

dx
x

xarctg

dxxx

dx

dxee

dxxx

x

dx

x

x

x

x

x

x

xx

x

xx

xx

 

 





























































dx
x

x
x

dxx

xdxx

dx
x

x

dxx

dxex

dxxx

xxx

xdx

dx
xx

x

dx
x

x

xx

dx

dx
xx

x

xx

dxx

xx

dx

x

2

3
sincos

2
sin.28

9
.27

2arcsin.26

)13ln(
.25

)sin(ln.24

)1(.23

)14sin()1(.22

65
.21

)3()2(

42
.20

8

12
.19

3
.18

732

12
.17

64

)4(
.16

82

2
.15

2

3

32

32

2

3

4

3

2

2

2

 

 

 

















 



















e

xlnx

dx
.

dx
x

xarctg
.

)x(

dx
.

dx
xsin

xcosx
.

dx
x

x
.

dx
x

x
.

dxx)x(.

dx
x

x
.

xsin

xdxsin
.

dx
xcos

xsin
.

xdxtg.

xdxsin.

1

0
2

2

4

1
2

4

0
3

2

3

2

2

3

7

3

4

4

40

1
39

2
38

37

4
36

4
35

4534

23

3
33

21

2
32

31

230

5

3
29
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Вариант 27. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) у=2х-х 2  , у+х=0 

 

б) (1+cos ) и  

 

в) 










tsiny

tcosx

2

2

4

2
 и осями координат 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) у 2 =х 3  отсечённой прямой
3

4
х  

 

б)

















4
2

6
4

6

t
y

t
х

между точками пересечения с осями координат 

в)аsin
3

3  

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) y=cos(x-
3


) ,.х=0, у=0 (при х0) вокруг оси Ох 

б) у=х 3 х=0, у=8 вокруг оси Оу 

 

в) одной арки циклоиды вокруг оси Ох 








)tcos(ay

)tsint(ах

1
 

 

V. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением дуги кривой 

у 2 =4+х, отсечённой прямой х=2 вокруг оси Ох. 
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Вариант 28.  

1. dx
x

x


 25

  

2.    xdxx
521   

3. dxx 85   

4.  2

1
sin

x

dx

x  

5.   21

2

x

xdx
 

6.   x

x

e

dxe

35
 

7. dx
x

x
 5cos

sin
 

8.  xx

dx

ln  

9.  x

dxtgx

2cos
8  

10. 
3 231 x

xdx
 

11.  42sin ctgxx

dx
 

12. 
 21

arcsin

x

xdx
 

13.  22cos x

xdx
 

14. dx
xx

x




33 log

5log
 

15.   392 xx

xdx
 

16. 
 64

2

2 xx

xdx
 

17.  



64

5
2 xx

x
 

18. 
 

   




231

13
2

xx

dxx
 

19.  13

5

x

dxx
 

20.   4

2

9 x

dxx
 

21.  


dx

xx

xx

523

142
2

3

 

22.   xdxx
3

4
log43   

23. dxx  72

 

24.  xdxx 3sin  

25.  dxex x42

 

26.  xarctgxdx  

27.  dxx lnsin  

28.  xdxx 3cos5sin  

29.  xdx7cos 4

 

30.  xdxctg 4
 

31.  xdxx 33 2 sinlog  

32. dx
x

dx
  sin1

 

33. dx
x

x





3 11

11
 

34.   dxxx 22 4  

35. dx
x

x



2

21
 

36. dx
xx

xx






6 74 5

3

 

37.  dxx

e

e

 

4

2

1ln  

38. 
dx

x

x

6

4

2sin




 

39. 


2

0
24 x

dx
 

40. 



0

234 x

xdx
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Вариант 28. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) у 2 =4ах, х+у=3а 

 

б)2sin2,  (вне первой кривой) 

 

в)










tcosy

tsinх

2

22
 и прямой х=4 (при х 4) 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a)9у 2 =х(х-3) 2  между точками пересечения с осью Ох  

 

б) 











)t(
t

y

tх

3
3

2

2

 между точками пересечения с осью Ох 

в) Первого завитка спирали а 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) (у-а) 2 =ах, х=0, у=2а вокруг оси Оу 

 

б) у=а-
а

х 2

 и х+у=а вокруг оси Ох 

 

в) 

















4
2

6
4

6

t
y

t
х

между точками пересечения с осями координат вокруг оси Ох 

V. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением дуги кривой у=
3

3х
 

от х=-2, до х=2 вокруг оси Ох. 
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Вариант 29.  

 

1.   dxx 
12

37   

2.  xdxa x2

 

3.    2

4

1 x

xdxarctg
 

4.    41 x

xdx
 

5. dx
x

x
 5cos

sin
 

6.   x

x

e

dxe
21

 

7. dxx


3 327  

8.  xe

xdx
sin

cos
 

9. 
 xx

dx

arcsin1 2
 

10.  
     2ln2 xx

dx
 

11.  dxex x65

 

12. 

 
dx

x

x


2lnsin
  

13.    xtgx

dx
2cos1

 

14.    dxxx 29sin  

15.   452 xx

xdx
 

16.  
 64

2

2 xx

xdx
 

17.  
 482 xx

dx
 

18.   xx

dx

33  

19.  
   


dx

xxx

x

52

43
2

 

20.  dx
xx

xx
 



4

8
3

45

 

21.     213

3

xx

dxx
 

22.   dx
x

x
3

arcsin  

23.   xdxe x 2cos  

24.   xdxx 3cos 2
 

25.   dxex x52

 

26.   dx
x

arctg
5

 

27.  dxx 162
 

 

 

28.  xdxx
2

5
sincos  

29.  xdx5sin 4
 

30.  3 2cos

3sin

x

xdx
 

31.  xdxtg  

32.   xx

xdx

sin2cos7

sin
 

33. dx
x

x





3 14

1
 

34. dx
xx

dx


 4
 

35.   dxxx  3 342  

36.   dxx216  

37. 




3

3

29 dxx  

38. 
2

1

0

2arcsin xdx  

39. 



1

2xx

dx
 

40. dx
x

xx



1

0
5 3

33 2
  

 

  18.   31.   
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Вариант 29. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) у=х 2  у=
3

3х
 

 

б)  2 а 2 sin4x 

 

в) петли кривой 













3

3

2

t
ty

tx

 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

a) периметр фигуры, состоящий из дуг кривых х 2 =(у+1) 3  и у=4 

 

б)










tsiny

tcosх

3

3

8

8
от t=0 до t=

3


 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) y=lnx, х=е, у=0, вокруг оси Ох 

 

б)у=х 3 , у=0, х=2 вокруг оси Оу 

 

в)











)t(x

tу

4
2

1 2
осью Оу, вращение вокруг Оу 

 

V. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением кривой вокруг оси 

Ох дуги  
 

















2
4

3
2

63

t
y

t
х

 между точками пересечения с осями координат. 
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Вариант 30.

1.   dxx 
9

73   

2.  12x

xdx
  

3.  x

x

e

dxe
2cos

  

4.  xdxx cos8sin
 

5.   10

4

1 x

dxx
  

6.  x

xdx2ln
  

7.  xx

dx

lncos 2  

8.  52

4

cos x

dxx
 

9.  xdx4sin 2
 

10.  


7
3

8

x

dx
 

11.    dxxx
2

3 3  

12. dx
x

xtg


ln
 

13. 
 dxxe x 23

 

14. 
5 73 x

dx
 

 

 

15. dx
xx

x
 



732

12
2  

16. dx
xx

x






232

73
 

17. 
 94 2xx

dx
 

18.   dxxx 22 4  

19.   
dx

xx

x
 



13

5
2  

20. dx
xxx

x
 



65

157
23  

21. 
 

dx
xx

x





22 1

5
 

22.   xdxx
3

4
log43   

23. dxx 82
 

24. dxxe x


 43

 

25.  x

xdx

4cos 2  

26. dx
x

 7
arcsin  

27. dxxx
3 2 ln  

28.  xdxx 3cos5cos  

 

 

29.  xdxtg 4
 

30.  xdx7cos 4
 

31. 
dxx

x

3 2

5

cos

sin
 

32.   xx

dx

cos7sin48
 

33. dx
x

x





3 11

11
 

34.   dxx21625  

35. 
 




3
11 xx

dx
 

36. dx
xx

xx






6 74 5

3

 

37.  dxx

e

e

 

4

2

1ln  

38. dx
x

x

6

4

2sin




 

39. 


1
21x

dx
 

40. 
e

xx

dx

1
3 ln

 

  

  

   38.  
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Вариант 30. 

 

II.Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 

 

a) х=у 2 , х= 1
4

3 2 у  

 

б) а(1+sin), а 

 

в) 








)sin(

)cos1(

ttay

tах
 осью Оу 

 

III. Вычислить длину дуг кривых. 

 

a) у 2 = 3)2(
9

4
x  отсечённой прямой х=-1 

 

б) 








ty

tx

2sin

sin24
 

 

в)  cos9  

 

 

IV.Вычислить объёмы тел, образованных вращением фигур, ограниченных лини-

ями 

 

a) у=4-х 2  и 2х+у-4=0 вокруг оси Ох 

 

б) у=2х-х 2  , у=0 , вокруг оси Оу 

 

в) 










3

2

2

6

tty

tх
 t=0 t= 2  вокруг оси Ох 

 

V. Определить площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох 

дуги у 2 =4+х, отсечённой прямой х=3. 
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